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 الملخص: 
  ~شبكة الزمر الجزئية الضبابية و  F(G)شبكة الزمر الجزئية, L(G)زمرة منتهية,  Gلتكن 

ليست    F(G). بما أن  F(G), لنرمز لمجموعة صفوف التكافؤ بالرمز  F(G)على    علاقة تكافؤ
,  فإننا ذهبنا  Gمنتهية وليست واضحة المعالم كما لا يمكن من خلالها التنبؤ بطبيعة الزمرة  

, إذ نُقدّم ،في ورقتنا البحثية F(G)الى دراسة المجموعة    كما هو حال الكثير من الباحثين,
منتهية ، ومن ثم  محدودة    و بيّنا أنها تشكل شبكة   F(G)الحالية، علاقة ترتيب جديدة على  

بينا ماهية الذرات وثنوي الذرات فيها. هذا ومن خلال هذه الشبكة استطعنا توصيف الشبكة  
L(G)  ومن ثم الزمرةG  . 
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Abstract  
The set of all fuzzy subgroups of a group G will be denoted by F(G).  

Let ~ be an equivalence relation on F(G). We denote by  F(G) the set 

of all equivalence classes by ~. One of the most important problems in 

fuzzy group theory is to classify the fuzzy subgroups of a group 

Therefore, several papers have treated the set F(G) for particular case 

of group. In our paper we have studied this set differently through make 

it lattice. for this, we mentioned new order relation on F(G) and we have 

proved many theorems like 3.4, 3.8,3.20 and others. 
 
Key words: Partially Ordered Set, Equivalence, Lattice, Fuzzy 

Subgroup   
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 مقدمة:  .1
إذ كل زمرة جزئية ضبابية تُعين وتتعين   ,إن مفهوم الزمرة الجزئية الضبابية يتوافق إلى حد كبير مع مفهوم الزمرة الجزئية الكلاسيكية

 مفتاح لبحثنا هذا, وللعديد من الابحاث التي نشرت سابقا في هذا المجال.  بمثابة هذا التوافق  ,ة من الزمر الجزئية الكلاسيكيةلبسلس

شبكة بالنسبة لعلاقة الاحتواء    F(G). عندئذ تُشكل المجموعةGمجموعة كل الزمر الجزئية الضبابية من    F(G)ولتكن    ,زمرة  Gلتكن  
هي شبكة غير منتهية, ولذا في كثير   Gلأيٍّّ كانت الزمرة المدروسة    F(G)[. إنّ الشبكة  4المعرفة في نظرية المجموعات الضبابية ]

من الأحيان يصعب تحديد معالم هذه الشبكة لاسيما ربط قدرة هذه الشبكة ببنية الزمرة المدروسة, لهذا ومن خلال إحدى أهم خواص  
تمثلت ببناء   F(G)توجه العاملون في هذا المجال الى ابتكار مجموعة منتهية من خلال الشبكة    , (2.11الزمر الجزئية الضبابية )

الناجمة عن تلك   (F(G)ومن ثم تركيز الاهتمام على دراسة مجموعة صفوف التكافؤ )  F(G)(على المجموعة  ~علاقة تكافؤ )
في نظرية الزمر الضبابية، ولذا    الزمر الجزئية الضبابية, إحدى أهم المسائل الحديثة   تصنيفمسألة  ,  العلاقة. اعتبرت هذه المسألة

وعلاقتها    F(G)ا سيما  تحديد قدرة المجموعة    ،لفإن العديد من الأوراق العلمية عالجت هذه المسالة من أجل عدة حالات للزمرة
ببنية ومرتبة الزمرة المدروسة، وأبعد من ذلك, هناك من توجه إلى دراسة هذه المجموعة من خلال نظرية الشبكات حيث بيّنوا أنّه من 

المدروسة الزمرة  كانت  لأيٍّّ  شبكة  المجموعة  هذه  تكون  أن  نُشرت  , الممكن  الأبحاث  من  ,العديد  تقدّم  ما  مثل وفي   ،
 .[ وغيرها13[ ،]12[،]11[،]9[،]7[،]5[،]3[،]1]

وبرهنا على أنّها تشكل شبكة  ضمن   F(G)عرّفنا علاقة ترتيب جديدة على المجموعة   ومن خلال ورقتنا البحثية الحالية،   ،أما نحن
دون أي قيود على عناصر هذه المجموعة أو على بنية الزمرة المدروسة، من ثم قدّمنا توصيف دقيق لطبيعة الذرة   ،حالتها العامة
H℘. هذا ونُقدّم بعضاً من التعاريف كالمجموعة  L(G)العلاقة بينهما وبين الذرة وثنوي الذرة في الشبكة  و   وثنوي الذرة

K    حيث درسنا
إذ    Gومن ثم بالبنية الزمرية للزمرة    L(G)بالشبكة    F(G)خواص لهذه المجموعة تمهيداً لدراسة إمكانية ربط البنية الشبكية للشبكة  

 الزمرة   توصيف  , يمكنL(G)  كما هو الحال من أجل الشبكةإذاً,  .  3.20ومن ثم    3.17لال الإثبات على صحة  تمكنا من ذلك من خ
G من خلال الشبكة  F(G) والعكس.  
 .أساسيات:2

 [6] تعريف: 2.1
,aو   A علاقة ترتيب )جزئي( على مجموعة غير خالية ≥لتكن   b ∈ A  : 

 مجموعة مرتبة )جزئياً(.  (≥,A)يسمي الزوج المرتب  (1

,sup⁡{aإذا كان  (2 b}    موجوداً فإننا نعبر عنه بالرمزa + b وبالمثل إذا كان ,inf⁡{a, b}   موجوداً فإننا نعبر عنه بالرمزa. b ,
⁡aشبكة إذا كان   A  يقال إنّ و  + b     وa. b    موجوداً لأجل أيa,b    منA     كما يقال عن مجموعة جزئية غير خالية ,L    من

aإنّها شبكة جزئية إذا كان كل من   Aالشبكة  + b  وa. b  موجوداً فيL  لكلa,b  منL . 

aإذا كان   Aصفر    a يقال إنّ  (3 ≤ b    من أجل كلb    منA  0, ويرمز له بالرمزA  , ًوفي حال وجوده توصف 0  واختصارا ,A  
bإذا كان    Aه واحد  يقال إنّ كما    بأنها محدودة من الأدنى. ≤ a    من أجل كلb    منA  1, ويرمز له بالرمزA,    ً1واختصارا  ,
 الأعلى. ها محدودة إذا كانت محدودة من الأدنى و يقال إنّ بأنها محدودة من الأعلى. و  Aوفي حال وجوده توصف 

a اذا كان   (4 ≤ b; a ≠ b    نكتبa < b    ,  واذا لم يكن هناك عنصرc    منA    يحقق a < c < b    نكتبa ≺ b   وعندها
 .   a( coversيغطي ) bنقول 

aملاحظة: إذا كان   (5 ≺ b   فإنa < b  .لكن العكس غير صحيح بالضرورة 

0ذرة إذا كان   aمحدودة من الأدنى. يقال عن   Aإذا كانت  (6 ≺ a                            . 
aثنوي ذرة إذا كان   aمحدودة من الأعلى. يقال عن   Aإذا كانت  (7 ≺ 1  . 
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,aيقال عن   (8 b ∈ A    إنهما متقارنان إذا كانa ≤ bأو⁡⁡⁡b ≤ a    يقال إنّ , كما  A  .سلسلة إذا كان أي عنصرين منها متقارنين 

 [6تعريف:] 2.2
,S1سلسلة إذا أمكن إيجاد مجموعات  rمكونة من  L  يقال إنّ شبكة محدودة.  Lلتكن  S2, … , Sr  منL :تحقق 

1) ⋃ Si
r
i=1 = L ∖ {0,1}⁡. 

2) ⋂ Si
r
i=1 = ∅. 

,aمن أجل أي   (3 b ∈ L    إذا كانa ∈ Si; ⁡1 ≤ i ≤ r    0و ≠ b ≤ a   فإنb ∈ Si. 

4) Si  , ⁡1سلسلة ≤ i ≤ r   . 

 ترميز:  
,S1سلسلة و كل من  rإذا كانت مكونة من  Mrبالرمز   Lيرمز للشبكة  • S2, … , Sr  .ًتحوي عنصراً وحيدا 
,S1سلسلة وكل من    rإذا كانت مكونة من    Srبالرمز     Lيرمز للشبكة   • S2, … , Sr   .تحوي عنصرين 

 يوضح هذا من خلال مخططات هاس الآتية:  •

 
 

 
 

 
 [ 8] مبرهنة: 2.7

  علاقة الاحتواء.≥حيث  شبكة  (≥,L(G))عندئذ  L(G)زمرة ما ولنرمز لمجموعة كل الزمر الجزئية منها بالرمز  Gلتكن 

 [ 10]مبرهنة:  2.8
L(G)عددان أوليان مختلفان عندئذ إذا كان    p,qزمرة و  Gلتكن  ≅ Mn :فإن واحدة وواحدة فقط من القضايا الآتية محققة 

1) G ≅ ℤp2&n = 1⁡. 
2) G ≅ ℤpq&n = 2. 
3) G ≅ ℤp × ℤp&n = p + 1. 

4) n=p+1  وG  ليست تبديلية من المرتبةpq  حيثq  يقسمp-1. 

 [ 10]  مبرهنة: 2.9
L(G)عدد أولي عندئذ  pزمرة و  Gلتكن  ≅ Mp+1 , تحقق: إذا , وفقط إذا 

S4 M4 S1 M1 
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Gإما   ≅ ℤp × ℤpأو .  G    جداء شبه مباشر داخلي لزمرة دوارة من المرتبةp     على زمرة دوارة من المرتبةq    أي  G ≅< d >q⋋

< c >p  حيث ,q    عدد أولي يقسمp-1    و⁡dc = csdبحيث    s ≢ 1(mod⁡p)  وsq ≡ 1(mod⁡p)  وفي هذه الحالة .G  
  .qزمرة جزئية من المرتبة  p و pتحوي بالضبط زمرة جزئية واحدة من المرتبة 

 F (G).عندئذ تشكل المجموعة  F (G)بالرمز    Gرمز لمجموعة كل الزمر الجزئية الضبابية من  يزمرة.    Gلتكن    [4]  مبرهنة:   2.10
   .المعرفة في نظرية المجموعات الضبابية وفق علاقة الاحتواءشبكة 
 [ 14] مبرهنة: 2.11
من الزمر الجزئية    ةلكانت هناك سلس  ,, وفقط إذاإذا   Gزمرة جزئية ضبابية من  μ  عندئذ:  Gمجموعة جزئية ضبابية من    μلتكن  

P1(μ)  الكلاسيكية  < P2(μ) < ⋯ < Pn(μ) < G عن  يعبر,بحيثμ⁡ بالشكل 

μ(x) =

{
 
 

 
 
a1⁡⁡; ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡x ∈ P1(μ)

a2⁡; x ∈ P2(μ)\P1(μ)..
.

an⁡⁡⁡⁡⁡; x ∈ G\Pn(μ)

μ(x)أو     =

{
 
 

 
 

μ(P1) = a1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡
μ(P2\P1) = a2⁡..

.
μ(G\Pn) = an⁡⁡⁡⁡

  ,ai ∈ [0,1]. 

 [11] تعريف: 2.12
,μلتكن  η  زمرتين جزئيتين ضبابيتين من زمرةG  :بحيث 

μ(x) =

{
 
 

 
 
a1⁡⁡; ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡x ∈ P1(μ)

a2⁡; x ∈ P2(μ)\P1(μ)..
.

an; x ∈ Pn(μ)\Pn−1(μ)

⁡⁡⁡&⁡⁡⁡η(x) =

{
 
 

 
 
b1⁡⁡; ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡x ∈ P1(η)

b2⁡; x ∈ P2(η)\P1(η)..
.

bm; x ∈ Pm(η)\Pm−1(η)

 

,μ  يقال إنّ عندئذ  η   متكافئان  ونكتبμ~η  :إذا كان , 
1) n = m  
2) Pi(μ) = Pi(η)⁡   لكلi ∈ {1,2, … , n} 

 . F(G)هي علاقة تكافؤ على الشبكة  ~يمكن التحقق بسهولة من أنّ العلاقة  
 مثال: 2.13
χ,عندئذ المجموعة الجزئية الضبابية   Gزمرة جزئية من زمرة  Hلتكن 

H
χبالشكل:     المعينة  Gمن  

H
(x) = {

1; x ∈ H
0; x ∈ G\H

هي  
P1(χH)   لاحظ أن .Gزمرة جزئية ضبابية من  = H⁡⁡, P2(χH) = G 

 [ 2] ترميز:
μليكن   (1 ∈ F(G)  يُرمز لصف التكافؤ للعنصرμ    بالشكلμ    أيμ = {η ∈ F(G); ⁡μ~η}   وبما أن كل صف تكافؤ مثل

μ    يقابل سلسلة واحدة وواحدة فقط تحويG  من  L(G)    ولتكن السلسلةH1 < H2 < ⋯ < Hr < G   فإنه من الممكن
μ:⁡H1,دون الخلل بماهية هذا العنصر, بالشكل:    μأن يشار لصف التكافؤ  < H2 < ⋯ < Hr < G . 

F(G)   أي F(G)يُرمز لمجموعة كل صفوف التكافؤ بالشكل  (2 = {μ; ⁡μ ∈ F(G)}. 

 مثال: 2.14
χبالعودة الى المثال نجد  

H
= {ηi ∈ F(G);⁡⁡⁡⁡

ηi(H) = αi
ηi(G\H) = βi

χو يشار له بالشكل    {⁡⁡⁡
H
: H < G 
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 نتائج: . 3
 تعريف: 3.1

,⁡μليكن    η ∈ F(G)  :معينان بالشكل  μ:⁡H1 < H2 < ⋯ < Hr < G  ،     η:⁡K1 < K2 < ⋯ < Ks < G    عندئذ نعرف
μ بالشكل: F(G)على المجموعة   ≥العلاقة الثنائية  ≤ ⁡η ⁡⇔ μ = η⁡⁡⁡or⁡Hr ≤ K1⁡⁡ 

 مثال: 3.2
,⁡F(ℤpq)      ,pالمجموعة    أخذب q  ,وليكن    عددان أوليان⁡μ1⁡, μ2, μ3 ∈ F(ℤpq)    معينة بالشكل⁡μ1: ℤp < ℤpq ,⁡μ2: e <

ℤp < ℤpq   ,⁡⁡μ3: ℤq < ℤpq ,لنجد أن  ⁡μ2 < μ1  ,  μ2 ≰⁡μ3. 
 مبرهنة:  3.3

⁡(F(G),≤) .مجموعة مرتبة 
 البرهان: 
 انعكاسية )وضوحاً(. ≥العلاقة  

,⁡μليكن    تخالفية:   ≥العلاقة   η ∈ F(G)    بالشكل μ:⁡H1معينان  < H2 < ⋯ < Hr < G ، 
  η:⁡K1 < K2 < ⋯ < Ks < G    بحيثμ ≤ η    وη ⁡≤ μ    وη ≠ μ   يعني  هذا 
   Hr ≤ K1 < Ks ≤ H1 < Hr ≤ K1    أي     Hr = K1 = Ks = H1 = Hr    طالما مرفوض  ηوهذا  ≠ μ   . 

,⁡μليكن    متعدية:   ≥العلاقة   η, σ ∈ F(G)   بالشكل    معينةμ:⁡H1 < H2 < ⋯ < Hr = G   
  η:⁡K1 < K2 < ⋯ < Ks = G   ،  σ:⁡M1 < M2 < ⋯ < Mt = G   بحيث  μ ≤ η    و⁡η ≤ σأي 
    ⁡Hr ≤ K1 ≤ Ks ≤ M1  , ًإذا  μ ≤ σ . 

 مبرهنة: 3.4 
,⁡F(G))المجموعة المرتبة     تشكل شبكة محدودة. (≥

 البرهان: 
,⁡μليكن   η ∈ F(G)     :بالشكل μ:⁡H1معينة  < H2 < ⋯ < Hr = G   ،η:⁡K1 < K2 < ⋯ < Ks = G    كان عندئذ   إذا 
μ, η  متقارنين )بفرضμ ≤ η )فإن  η. μ = μ⁡⁡, μ + η = η  بفرض أن .μ, η  لنبين أن  ليسا متقارنين  μ +⁡η = ρ  حيثρ  

ρمعين بالشكل   ∶ Hr ∨ Ks < G    ّإن,ρ  بفرض أن  يمثل حد أعلى )وضوحاً(, و  σ:⁡M1 < M2 < ⋯ < Mt = G    حد أعلى
Hr  عندئذ ≤ M1  وKs ≤ M1    أي أنHr ∨ Ks ≤ M1    إذنρ ≤ σ  .الآن, لنبين أنμ. η = η    حيث  η:⁡H1 ∧ K1 < G  

σ:⁡M1  بفرض أن )وضوحاً( و  يمثل حد أدنى  η  ,إنّ  < M2 < ⋯ < Mt < G  عندئذ  حد أدنى  Mt ≤ H1    وMt ≤ K1   أي
Mt   أن ≤ K1 ∧ H1   إذنσ ≤ η أن  يمكن ملاحظة. و⁡χ

e
∶ e < G⁡,⁡⁡⁡χ

G
∶ G   .تمثلان واحد الشبكة وصفرها على الترتيب 

 شبكة الزمر الجزئية الضبابية -𝐅(𝐆)  Aنسمي الشبكة  
 نتيجة:3.5 

,⁡μمن أجل أي   η ∈ F(G)    إذا كان ,μ⁡, η    متقارنين فإنμ + η  أما إذا كانا غير متقارنين فإنه يوجد  مساوٍّ لأحدهما ,⁡K ∈

L(G) بحيث  μ + η =⁡ χ
K

.ηوالحال نفسه من أجل    μ . 
 مثال:3.6 

المجموعة   في     F(ℤpq)لنأخذ  الجزئية  الزمر   ,ℤpq    هيℤp⁡, ℤq⁡, e⁡, G    بالتالي  ,  F(ℤpq) = {μi⁡⁡; 1 ≤ i ≤ 6} 
:⁡μ1حيث  e < G⁡⁡⁡  ,μ2: e < ℤq < G  ,μ3: e < ℤp < G⁡⁡ ,μ4: ℤp < G   ,μ5: ℤq < G  ,μ6: G:مخطط هاس . 
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 : مبرهنة 3.7

μليكن  ∈ F(G)     :معين بالشكلμ:⁡H1 < H2 < ⋯ < Hr < G  :عندئذ 
1) μ  إذا, وفقط إذا,ذرة  H1 = e  

2) μ  إذا, وفقط إذا, ثنوي ذرة   μ = χ
Hr

 . L(G)في  ثنوي ذرة Hrحيث   

3) χ
H1
≺ μ ⁡≺ χ

Hr
 

 البرهان: 
χلدينا   (1

H1
< μ    أن فإن    μوبما  χذرة 

H1
= χ

e
H1أي     = e . 

σ:⁡M1العكس: بفرض أن < M2 < ⋯ < Mt = G  يحققσ ≤ μ   هذا يعني إماσ = μ    أوMt ≤ e  أيσ = χ
e

. 
μلدينا   (2 ≤ χ

Hr
< χ

G
μثنوي ذرة فإن    μوبما أن     = χ

Hr
Kليست ثنوي ذرة أي يوجد    Hr  من جهة أخرى وبفرض أن    ∈

L(G)  بحيث⁡Hr < K هذا يعني⁡μ = χ
Hr
< χ

K
̅̅ ̅ < χ

G
 وهذا غير ممكن.  

σ:⁡M1بفرض أن   :العكس < M2 < ⋯ < Mt < G    يحققμ < σ   هذا يعني  Hr ≤ M1 < M2 < ⋯ < Mt < G 
 .وهذا غير ممكن

χمن الواضح أن   (3
H1
≤ μ ⁡≤ χ

Hr
ηعلى فرض أن هناك  , من جهة أخرى,    ∈ F(G)    معين بالشكلη:⁡K1 < K2 < ⋯ <

Ks < G    يحققχ
H1
< η < μ    هذا يعنيH1 ≤ K1 < K2 < ⋯ < Ks ≤ H1    أيs = χو    1

H1
= η    .  الآن اذا

μيحقق  ηفرضنا  < η < χ
Hr

Hrهذا يعني   ≤ K1 < K2 < ⋯ < Ks ≤ Hr   أيs = χو  1
Hr
= η. 

 نتيجة: 3.8
,Hليكن  K ∈ L(G)  :عندئذ 

1) H   ذرة فيL(G) كان هناك ذرة وحيدة  ,, وفقط إذاإذاμ ∈ F(G)       تحققμ ⁡≺ χ
H

  ,μ:⁡e < H < G 

2) K  ثنوي ذرة فيL(G) , إذا , وفقط إذا   χ
K

 . F(G)ثنوي ذرة في   

3) H  في ذرة وثنوي الذرةL(G) وفقط إذا ,إذا ,  χ
e
≺ μ ⁡≺ χ

H
≺ χ

G
μ:⁡e حيث  < H < G .وحيد يحقق ذلك , 

 البرهان: 
χومن كون  3.7 المبرهنة ينتج مباشرة من 

H
≺ χ

K
⇔ H ≺ K. 

 ثال:م 3.9 
H1زمرها الجزئية  , F(ℤp2q)لنأخذ المجموعة   = ℤp, H2 = ℤpq, H3 = ℤp2 , H4 = ℤq⁡, e⁡, G 

F(ℤp2q)إنّ   = {μi⁡⁡; 1 ≤ i ≤  حيث: {16
μ1: e < G⁡⁡⁡, μ2: e < H1 < G, μ3: e < H2 < G, μ4: e < H3 < G, μ5: e < H1 < H2 < G⁡, 

μ6: e < H1 < H3 < G, μ7: e < H4 < H2 < G⁡, μ8: e < H4 < G⁡, μ9: H1 < H3 < G, 

μ10: H4 < G, μ11: H1 < H2 < G, μ12: H1 < G, μ13: H3 < G, μ14: H4 < G, μ15: H2 < G⁡, μ16: G 

𝜇2 𝜇3 

𝜇4 

𝜇1 

𝜇6 

𝜇5 
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0مما سبق من نتائج يمكننا القول:   = μ1 = χ
e

  ,  1 = μ16 = χ
G

    ,μ2, μ3, μ4, μ5, μ6, μ7, μ8    ,تمثل ذرات الشبكةμ13 =

χ
H3
⁡⁡⁡, μ15 = χ

H2
 F(ℤp2q)هاس للشبكة   يمكن تعزيز ذلك من خلال مخطط تمثل ثنوي الذرات.  

 

 
 
 

 مبرهنة:  10
Lتحقق     F(G)شبكة جزئية من    Lإذا كانت   (1 ≅ Mn≥2    فإنه يوجدH, K ∈ L(G)     1بحيثL =⁡ χK⁡⁡,⁡⁡⁡0L =⁡ χH  و⁡H 

 .Kليست أعظمية في   
nلا يوجد  (2 ∈ ℕ  ,n ≥ Mnيحقق , 2 ≅ F(G)  . 

rعندئذ:   rهو F(G)بفرض عدد الذرات في   (3 =
|F(G)|−2

2
  

4) |F(G)|عدد زوجي . 
 البرهان: 

Mn≥2بما أن    (1 ≅ L   فإن من أجل أيμ⁡, η ∈ L  فإن ,μ + η = 1L   وμ. η = 0L  وبما أنn ≥ تحوي على   Lفإن   2
وبحسب وبالتالي  متقارنين  غير  عنصرين  ,Hيوجد    3.5  النتيجة  الأقل  K ∈ L(G)  0  بحيثL =⁡ χH   , 

 1L =⁡ χK⁡     وH < K    أن في     ⁡⁡Hلنبرهن  أعظمية  بأخذ    Kليست   ,μ⁡, η ∈ L  بالشكل  معينان 
   μ:⁡H1 < H2 < ⋯ < Hr < G    ,η:⁡K1 < K2 < ⋯ < Ks < G  ,    أن ⁡⁡0Lبما  =⁡ χH < μ⁡, η < 1L =

⁡χ
K

H    فإن < H1 < H2 < ⋯ < Hr < K  و  H < K1 < K2 < ⋯ < Ks < K   إذا افترضنا أن ,⁡⁡H    أعظمية في
K    فإنμ = ⁡η   وهذا غير ممكن لطالماn ≥ 2. 

Mnبفرض أن   (2 ≅ F(G)    هذا يعني جميع عناصرF(G)     باستثناء(χ
G

  ,⁡χ
e

إذا أخذنا     ,(هي ذرات وثنوي الذرات بآن واحد   
وليكن العناصر  هذه  بالشكل:     μأحد  μ:⁡H1معين  < H2 < ⋯ < Hr < G    فإن ذرة  ثنوي  أنه   بما 

 μ = χ
Hr
⁡⁡ ∶ Hr < G ن جهة أخرى  مμ  أي  ذرة Hr = e   هذا يعنيμ = χ

e
 وهذا مرفوض.  

أن (3 في  A  بفرض  الذرات  كل  عناصر    Bو  F(G)  مجموعة  من  تبقى  χباستثناء    F(G)ما 
G

  ,⁡χ
e

 بمعنى   
   F(G) = A ∪ B ∪ {χ

e
, χ

G
A  نجد  1الشرط    3.10المبرهنة    بحسب.  { ∩ B ∩ {χ

e
, χ

G
} = كل عنصر  كما أن    ∅

من   A  من فقط  وواحد  واحد  عنصر  بفرض    B  يقابل  μوذلك  ∈ A   بالشكل  معين 

𝜇  

𝜇  

𝜇

𝜇  𝜇  

𝜇

𝜇1 

𝜇

𝜇

𝜇

𝜇

𝜇  𝜇  

𝜇

𝜇  𝜇  
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μ:⁡e < H2 < ⋯ < Hr < G  يعين  فإن ϑ  ه  ∈ B   بالشكلϑ:⁡H2 < ⋯ < Hr < G  بفرض  والعكس 
μ ∈ B    معين بالشكلμ:⁡H1 < H2 < ⋯ < Hr < G  (H1 ≠ e)  ه يعينفإن  ϑ ∈ A      بالشكلϑ:⁡e < H1 < ⋯ <

Hr < G  وعلى ما تقدم نستنتجr = |A| = |B| أي  |F(G)| = r + r + rوبالتالي  2 =
|F(G)|−2

2
   

 . 2الشرط  3.10 المبرهنة ينتج مباشرة من (4
 مثال: 3.11

ℤ3بأخذ الزمرة   × ℤ3 =< a, b⁡; a3 = b3 = e, ab = ba ℤ3في    من المعلوم أن هناك أربع زمر جزئية  ,  < × ℤ3   جميعها
L(ℤ3  أي جميعها ذرة وثنوي الذرة في الشبكة  ,أعظمية × ℤ3)  الشبكة    وبالتالي يمكننا القولF(ℤ3 × ℤ3)    بالتالي أربع ذرات فيها 

|F(ℤ3 × ℤ3)| = F(ℤ3يكون مخطط هاس للشبكة  3.8 النتيجة  أربع ثنوي الذرات ومن خلال و ,  10 × ℤ3) بالشكل:  موضح 
 

 
 

مفصل الوبشكل  لدينا  الجزئية  ,  H1  هي:زمر  =< a2b >,H2 =< a >,H3 =< b >,H4 =< ab >⁡, e⁡, G   وبالتالي  
F(ℤ3 × ℤ3) = {μ𝑖⁡⁡; 1 ≤ i ≤  حيث: {10

μ1: e < G⁡⁡⁡, μ2: e < H1 < G, μ3: e < H2 < G, μ4: e < H3 < G, μ5: e < H4 < G, μ6: H1 < G, 

μ7: H2 < G, μ8: H3 < G, μ9: H4 < G, μ10: G 

F(ℤ3مخطط هاس للشبكة   × ℤ3) بالشكل: عيني 
 

 
 
 

𝜇1 

𝜇3 

𝜇9 

𝜇4 
𝜇2 𝜇5 

𝜇8 
𝜇7 

𝜇6 

𝜇10 
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 :عريفت 3.12
,Hليكن  K ∈ L(G)   بحيثH ⊊ K ⊊ G    نعرف المجموعة℘H

K ⊆ F(G)  :بالشكل 
 ℘H

K = {χ
H
̅̅ ̅⁡, χ

K
̅̅ ̅⁡⁡⁡, μ:⁡H < K1 < ⋯ < Ks < K < G} 

 مبرهنة:  3.13
,Hليكن  K ∈ L(G)   بحيثH ⊊ K ⊊ G     عندئذ,℘H

K   شبكة جزئية محدودة منF(G)  . 
 : البرهان
,⁡μليكن  η ∈ ℘H

K      عندئذμ +⁡η = χ
K
̅̅ .μو   ̅ η = χ

H
̅̅ χومن الواضح أن   ̅

H
̅̅ χو   ̅

H
̅̅ H℘صفر الشبكة   ̅

K  .وواحدها على الترتيب 
 :مثال 3.14

Gلنأخذ الزمرة   = Q8    حيثQ8  ( زمرة الرباعياتquaternion group؛)  Q8 =⁡< a, b⁡⁡; ⁡⁡⁡a2 = b2⁡⁡, b⁡a = a−1b, a4 =

e Q8  أي  < = {e, a, a2, a3, b, ab, a2b, a3b}  :الزمر الجزئية منها هي    H1 =< a2 >, H2 =< a >,H3 =< b >

,H4 =< ab >⁡, e⁡, G  ,:بالاستفادة من النتائج السابقة نجد  F(Q8) = {μI⁡⁡; 1 ≤ i ≤   حيث: {16
μ1: e < G⁡⁡⁡, μ2: e < H1 < G, μ3: e < H4 < G, μ4: e < H3 < G, μ5: e < H2 < G, 

μ6: e < H1 < H3 < G, μ7: e < H1 < H4 < G, μ8: e < H1 < H2 < G, μ9: H1 < H3 < G, 

μ10: H1 < H4 < G, μ11: H1 < H2 < G, μ12: H1 < G, μ13: H3 < G, μ14: H4 < G, μ15: H2 < G, μ16: G 
℘e
H4 = {μ3, μ7, μ1, μ14}⁡⁡, ℘H1

H2 = {μ11, μ12, μ15}⁡⁡⁡ 

 
F(Q8)    ,℘e  اتللشبك مخطط هاس

H4   ,℘H1

H2  

 

 
 
 

𝜇  

𝜇

𝜇

𝜇
𝜇

𝜇 𝜇 𝜇 𝜇

𝜇

𝜇

𝜇1 

𝜇

𝜇

𝜇 𝜇

𝜇14 

𝜇3 𝜇7 

𝜇1 

𝜇15 

𝜇11 

𝜇12 

℘𝑒
H4  

℘H1
H2  
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 : هنةمبر  3.15
,Hليكن   K ∈ L(G)  بحيثH ⊊ K ⊊ G عندئذ, 

1) |℘H
K ⁡| ≥ 3 

2) H   أعظمية فيK  وفقط إذا ,إذا ,  ℘H
K سلسلة . 

3) K  وفقط إذا ,إذاذرة ,  ℘e
K سلسلة . 

4) ℘H
K ⁡≅ Mr−2⁡⁡; ⁡⁡r = |℘H

K ⁡| 
 البرهان: 
χ}لدينا   (1

H
̅̅ ̅⁡, χ

K
̅̅ ̅⁡⁡⁡, μ:⁡H < K < G} ⊆ ℘H

K   أي|℘H
K ⁡| ≥ 3 

χ}  هذا يعني  Kأعظمية في    Hأن   بفرض (2
H
̅̅ ̅⁡, χ

K
̅̅ ̅⁡⁡⁡, μ:⁡H < K < G} = ℘H

K   .بفرض     العكس,  وهي سلسلةH   ليست
Sأي هناك    Kأعظمية في   ∈ L(G)    تحققH < S < K    بأخذ ,⁡ϑ, μ ∈ ℘H

K     معينان بالشكلμ:⁡H < K < G   , 
 ϑ:⁡H < S < K < G   .من الواضح أنهما غير متقارنين وهذا يناقض مفهوم السلسلة 

 .  Kأعظمية في   e  إذا, وفقط إذا,ذرة  Kومن كون    2الشرط  3.15المبرهنة  ينتج مباشرة من (3
H℘|إذا كان   (4

K ⁡| = χ}فإن    3
H
̅̅ ̅⁡, χ

K
̅̅ ̅⁡⁡⁡, μ:⁡H < K < G} = ℘H

K    أي℘H
K ⁡≅ M1    إذا كان|℘H

K ⁡| > فإن هناك   3
,ϑعلى الأقل    μ ∈ ℘H

K   معينان بالشكل  μ:⁡H < K1 < ⋯ < Ks < K < G    وϑ:⁡H < R1 < ⋯ < Rt < K <

G   فرض أن    علىϑ, μ     متقارنين هذا يعني  K < H  نستنتج أن جميع عناصر    .وهذا غير ممكن℘H
K الفعلية غير   ⁡

 .  متقارنة
 :نتيجة 3.16

|℘H
K ⁡| = 3 ⇔  H  أعظمية فيK  ⇔ ℘H

K   سلسلة⇔  {χ
H
̅̅ ̅⁡, χ

K
̅̅ ̅⁡⁡⁡, μ:⁡H < K < G} = ℘H

K 
 البرهان: 

 .ينتج مباشرة من المبرهنة السابقة
 : مبرهنة 3.17

 عندئذ القضايا الآتية متكافئة:  Gعدد الزمر الفعلية في  rليكن  
1) L(G) ≅ Mr⁡⁡ 
2) ℘H

K   سلسلة من أجل كلH, K ∈ L(G) 
3) F(G) ≅ Sr  

 البرهان: 
2 ⇐ H℘بأخذ    ((1

K    حيثH, K ∈ L(G)    تحققانH ⊊ K ⊊ G  بما أن ,L(G) ≅ Mr⁡⁡   فإنK    ذرة وهذا يعنيH = e    وأكثر
H℘فإن   3.16النتيجة  إذن وبحسب Kأعظمية في   Hمن ذلك  

Kسلسلة .   
 (1 ⇐ Kمن أجل أي  ⁡(2 ∈ L(G)     لدينا℘e

K  نجد  3الشرط    3.15  المبرهنة  سلسلة وبحسب  K    ذرة أي جميع عناصرL(G)   
L(G)أي    rالفعلية ذرات وبالتالي ثنوي الذرات وعددها  ≅ Mr⁡ . 

  (3 ⇐ ;⁡Hiبفرض أن  (2 1 ≤ i ≤ r    الزمر الفعلية فيG     بفرضSi = {χHi
, μi:⁡e < Hi < G⁡}  ,⁡1 ≤ i ≤ r سلسلة ,  

عنصرين. من  أن    مكونة  ⋂كما  Si
r
i=1 = أن  ∅ لنبين  الآن   . ⋃ Si

r
i=1 = F(G) ∖ {χ

e
, χ
G
أن   { الواضح   من 

 ⋃ Si
r
i=1 ⊆ F(G) ∖ {χ

e
, χ
G
بفرض    { أخرى  جهة  μمن  ∈ F(G) ∖ {χ

e
, χ
G
بالشكل:   {  معين 

 μ:⁡H1 < H2 < ⋯ < Ht < G     بالتاليμ ∈ ℘H1

Ht     لدينا℘e
Ht    سلسلة أيHt    ذرة بالتاليμ = χ

t
μ:⁡eأو معين بالشكل      <

Ht < G  1يوجد    أي ≤ t ≤ r  بحيث  μ ∈ St⁡     هذا يعنيF(G) ∖ {χ
e
, χ
G
} = ⋃ Si

r
i=1  .نجد أن  لF(G)    مكونة منr    سلسلة
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F(G)كل منها يحوي عنصرين أي   ≅ Sr.(2 ⇐ F(G)بما أن    (  3 ≅ Sr    فإنه من أجل أي عنصرينμ, η ∈ F(G)    إما أن
μيكونا متقارنين أو    + η = χ

G
,H. الآن ليكن     K ∈ L(G)    بحيثH ⊊ K ⊊ G    لدينا{χ

H
̅̅ ̅⁡, χ

K
̅̅ ̅⁡⁡⁡, μ:⁡H < K < G} ⊆

℘H
K    وبفرض أنη ∈ ℘H

K  بحيث  η ∉ {χ
H
̅̅ ̅⁡, χ

K
̅̅ ̅⁡⁡⁡, μ:⁡H < K < G}     بما أن℘H

K    شبكة جزئية فإنμ + η = χ
K
≠ χ

G
وهذا    

χ}غير ممكن بالتالي 
H
̅̅ ̅⁡, χ

K
̅̅ ̅⁡⁡⁡, μ:⁡H < K < G} = ℘H

K  وهذا يعني℘H
K   سلسلة من أجل كلH, K ∈ L(G). 

 :نتيجة 3.18 
F(G)إذا كان    ≅ Sr  ,r  عدد الزمر الفعلية فيG  فإن 

1) |F(G)| = 2(r + 1) 
 :يعين بالشكل F(G)مخطط هاس لـ  (2

 

 
 

 البرهان: 
 . 3.17والمبرهنة  3.16والنتيجة  3.10ينتج مباشرة من المبرهنة 

 :مثال 3.19 
المجموعة   لدينا     F(S3)لنأخذ   ,L(S3) ≅ M4    وبالتاليF(S3) ≅ S4    ,    يعني |F(G)|  وهذا  = 2(r + 1) = أي    10

F(S3) = {μi⁡⁡; 1 ≤ i ≤  وبالتالي مخطط هاس يعين بالشكل: {10
 

 

𝜇1: e < H1

< G

χHr  

𝜇2: e < H2 𝜇r: e < H𝑟

χH2  χH1  

χ𝑒 

χ𝐺  

𝜇1 

𝜇3 

𝜇9 

𝜇4 
𝜇2 𝜇5 

𝜇8 
𝜇7 

𝜇6 

𝜇10 
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H1  حيث:  =< (12) >⁡, H2 =< (13) >⁡, H3 =< (23) >⁡⁡⁡, H4 = (123) 
μ1: e < G⁡⁡⁡, μ2: e < H1 < G, μ3: e < H2 < G, μ4: e < H3 < G, μ5: e < H4 < G, μ6: H1 < G, 

μ7: H2 < G, μ8: H3 < G, μ9: H4 < G, μ10: G 
  نتيجة: 3.20 

F(G)  .أوليان مختلفان  p,qزمرة و Gلتكن  ≅ Sn ,القضايا الآتية: تحققت إحدى  إذا, وفقط إذا 
1) G ≅ ℤp2و⁡n = 1⁡. 
2) G ≅ ℤpqو⁡⁡n = 2. 
3) G ≅ ℤp × ℤpو⁡⁡n = p + 1. 

4) n=p+1    وG ≅< d >q⋋< c >p ؛⁡q|p − 1⁡⁡  ,dc = ctd  ,    t ≢ 1(mod⁡p)    ,tq ≡ 1(mod⁡p)     كما أن ,
G  تحوي بالضبط زمرة جزئية واحدة من المرتبةp  وp  زمرة جزئية من المرتبةq . 

 البرهان: 
F(G)بما أن   ≅ Sn    3.17فإنه وبحسب المبرهنة  L(G) ≅ Mr⁡⁡    نحصل على  2.9والمبرهنة    2.8وهذا يعني وبحسب المبرهنة 

 المطلوب
  :مثال 3.21

وتحوي ثلاث زمرة جزئية من   3تحوي زمرة واحدة فقط من المرتبة    S3نجد أنّ الزمرة    3.20و  3.18  النتيجة  حسبب  S3لنأخذ الزمرة   
A∀بالتالي:     3هي زمرة جزئية من المرتبة  A3وكما هو معلوم أنّ الزمرة  2المرتبة  < S3 ⁡⇒ ⁡A = A3⁡⁡or⁡⁡A ≅ ℤ2. 

  :مثال 3.22
Gبأخذ الزمرة   =< a >3⋌< b >91⁡⁡⁡; (ab)

3 = 1⁡⁡⁡, a−1ba = b9    بما أنG    لا يوجد غير اولي فإنه    91ليست تبديلية و
n ∈ ℕ    يحققF(G) ≅ Sn,  الجزئية  بأخذ    لكن Mبالشكل    Mالزمرة  =< ab, b7 >=< ab >3⋌<

b7 >13⁡; (ab)
−1b7ab = (b7)9    لنجد أنF(M) ≅ S14  ن  ويمكن ملاحظة أp = 13⁡, q = 3⁡, t = في    ما ورد  تحقق  9

b7(ab)  و  12يقسم    3حيث    4الشرط  3.20  المبرهنة   = (b7)9(ab)    ,9 ≢ 1(mod13)    ,93 ≡ 1(mod13)   كما أن
M    المرتبة >هي    13تحوي زمرة جزئية وحيدة من  b7 المرتبة    13وتحوي    < Giوهي    3زمرة من  =< ab

i >; 1 ≤ i ≤

91⁡, i ≡ 1(mod7) 
   ملاحظة:

F(G)وذلك عند توفر شروط معينة مثل    F(G)  من خلال الشبكة  Gمما سبق يمكن توصيف الزمرة   ≅ Sn    من أجل .n=1    أو
n=2    فإنG    تبديلية وأكثر من ذلكG    دوارة. وإذا كانn ≠ تملك قاسماً أولياً وحيداً.   Gكانت مرتبة    إذا, وفقط إذا,تبديلية    Gفإن    2

  ثلاثة قواسم أولية فأكثر. Gكما أنه من غير الممكن أن يكون لمرتبة 
 . توصية: 4
ة  دتلك النتائج الوار   لا سيما  F(G)  نعتقد أن مثل هكذا توصيف سيطور نتائج سابقة حول تحديد قدرة المجموعة  ,3.20  النتيجة  في

من الزمر ذات الجداء شبه المباشر الداخلي    حالات خاصة  على  حيث تركّز معظمها   [13] ,[12] , [11] ,[9] , [4] , [1]بالمراجع
 .تعميم تلك الدراساتلتطوير و  (3.20, 3.18, 3.10)يمكن الاستفادة من نتائجنا وبالتالي
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