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المحلي لمجموعة جبرية عند نقطة مقاربة حساب البُعد 
 )محسوبة بشكل تقريبي( لنقطة تنتمي لهذه المجموعة

 
 شوقي محمد الراشدد. 

 الملخص

القواعد الأساسية  نعرض في هذا البحث خوارزمية تستخدم
"Groebner′sBases" يم الأساسية في الجبر التبادلي أحد المفاهالتي تُعد و

من أجل حساب البُعد المحلي لمجموعة جبرية عند نقطة  ذلكو  الهندسة الجبرية,و 
 .مقاربة )محسوبة بشكل تقريبي( لنقطة تنتمي لهذه المجموعة

ن الخوارزمية في إ, حيث  [1,3,5]اً لخوارزميات أخرى هذه الخوارزمية تحسينتُعد 
استخدام  حالة و ذلك بعدد خطوات أقل في [3,5]للخوارزميتين في  هي تحسين [1]

 Triangular setودون الحاجة إلى مفهومي  Homotopyدالة الـ 
ولكنها  ,Homotopyوخاصة الاستمرار في دالة الـ  Witness Point Setsو
 [1,3,5]ذ في نظامي جبر كمبيوتر, بالإضافة إلى أن جميع الخوارزميات في تنُف  

مربعة )عدد , تتطلب أن تكون جملة كثيرات الحدود التي تُعرف المجموعة الجبرية 
اختزال جملة كثيرات الحدود بالبدء  لذلك يتم ,ي عدد كثيرات الحدود(المجاهيل يساو 
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 عضو هيئة تدريسية في جامعة دمشق.
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لا حاجة إلى هذه لمعروضة في هذا البحث مربعة, بينما في الخوارزمية ا إلى جملة
ذلك من خلال و  أقل ا, كما أن عدد الخطوات فيهالتحسين الأولهو هذا و  الخطوة

مبرهنة الاستخدام إلى , بالإضافة يمثل هذا التحسين الثانيو  ( 3-3استخدام المبرهنة)
أو يساوي ( التي تبُيّن أن البُعد المحلي لمجموعة جبرية عند نقطة منها أكبر 3-2)

الاستغناء عن و  البُعد المحلي لهذه المجموعة الجبرية عند نقاط في جوار هذه النقطة
في نظام جبر كمبيوتر واحد  مما يسمح تنفيذ الخوارزمية Homotopyدالة الـ 

 .التحسين الثالث يمثل  وهذا  𝑆𝐼𝑁𝐺𝑈𝐿𝐴𝑅فقط
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Compute the local Dimension of an Algebraic 

Set at a Approximated Point to a Point 

belonging to this Algebraic Set 

 

Dr. Shawki  M.  AL Rashed


 

 

Abstract 

In this paper we present an algorithm, which is usedthe standard 

bases  "Groebner's Bases", that considers one of the basic 

concepts of the commutative  algebra and algebraic geometry, to 

compute the local dimension of an algebraic set at an 

approximate point of a point belonging to this set. 

This algorithm is an improvement of other algorithms [1,3,5]. 

Where the algorithm in [1] is an improvement of the algorithms 

in [3,5] with fewer steps in the Homotopy function, without the 

use of the Triangular set and Witness Point Sets, and the 

continuity of  the Homotopyfunction.But they are implemented 

in two computer algebra systems, in addition to that  all the 

algorithms in [1,3,5] require that the polynomial system that 

defines the algebraic set is square (the number of unknowns 

equals the number of polynomials). Therefore, they start to 
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reduce the polynomial system to square system.While in the 

algorithm presented in this research there is no need for this step 

and this first improvement, and the number of steps is lower by 

using the theorem (3.3), this second improvement. In addition to 

the use of a theorem (3.2) showing that the local dimension of 

the algebraic set at a point greater than or equal to the local 

dimension of this algebraic set at points that sufficiently close to 

this point and dispensing with the homotopy function , which is 

allowing the implementation of the algorithm in the 

SINGULAR only one computer algebra system and this third 

improvement. 

 

 

 

Keywords:   algebraic set, Krill'sdimension, local dimension, 

Greener Bases, rank of a polynomial system. 
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 :المقدمة

بنسبة  العلوم الأساسية تكون تقريبيةو  إن الكثير من الحسابات في المجالات الهندسية
ف ما وتُعر  تمثل أصفار كثيرات حدود  التي نقاطال من هذه الحسابات إيجادو  ,خطأ ما
تقع هذه  في أي بُعد )فضاء(و  معرفة أين المهمالمجموعة الجبرية, فمن بيُسمى 
تحديد مكان وجودها على  من كون هذه النقاط محسوبة بشكل تقريبي يجعلو  النقاط,

أمراً ليس من المركبات المختزلة ذوات الأبعاد المختلفة للمجموعة الجبرية أي مركبة 
( تبُيّن أن البُعد المحلي لمجموعة جبرية عند 2-3مبرهنة )لذلك تم استخدام و  ,سهلاً 

أو يساوي البُعد المحلي لهذه المجموعة الجبرية عند نقاط في جوار نقطة منها أكبر 
 هذه النقطة.

الخصائص اللازمة في هذا البحث و  بداية نعرض بعض التعاريف
[1,4,7,9,11,12] . 

𝑅لتكن  = ℂ[𝑥1, 𝑥2, … . . . , 𝑥𝑁]  حلقة كثيرات الحدود ذات𝑁 المعرّفة و  متغير
𝐹و ,ℂعلى حقل الأعداد العقدية )المركبة(  = { 1, 𝑓2, … … , 𝑓𝑛} ⊆ 𝑅 

 كثير حدود . يُعرّف المثالي الموّلد بهذه المجموعة بالشكل 𝑛مجموعة مؤلفة من 

𝐼 =< 𝐹 >=< 𝑓1, 𝑓2, …  , 𝑓𝑛 >= {∑ 𝑔𝑖𝑓𝑖

𝑛

𝑖=1

:  𝑔𝑖 ∈ 𝑅} 

 ℂ𝑁على أنها مجموعة جزئية من 𝐼تُعرّف المجموعة الجبرية المُعرفة بالمثالي 
 تُرمز بـ :و  , 𝐼مكونة من أصفار كثيرات الحدود في المثالي و 
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𝑉(𝐼) = { 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2 , ….  , 𝑝𝑁) ∈ ℂ𝑁 ∶ 𝑓(𝑝) = 0 , ∀𝑓 ∈ 𝐼 } 

𝐼وفي حالة    =< 𝐹 >=< 𝑓1, 𝑓2, …  , 𝑓𝑛  يكون <

𝑉(𝐼) = 𝑉 < 𝐹 >= 𝑉 < 𝑓1, 𝑓2, ….  , 𝑓𝑛 > 

 وذلك لأنه

∀𝑓 ∈ 𝐼:  ∃𝑟1 , 𝑟2 , … . , 𝑟𝑛 ∈ 𝑅 ∶    𝑓 = 𝑟1𝑓1 + 𝑟2𝑓2 + ⋯ + 𝑟𝑛𝑓𝑛 

 بالتاليو 

𝑝 ∈ 𝑉(𝐼) ⟺ 𝑓𝑖(𝑝) = 0 , ∀𝑖 ∈ {1, 2, … . , 𝑛} ⟺ 𝑝 ∈ 𝑉(𝐹) 

هو ذاته بُعد المثالي الذي يُعرف هذه  ℂ𝑁إن بُعد المجموعة الجبرية في الفضاء 
 𝐾𝑟𝑢𝑙𝑙ق الجبرية المستخدمة  من أجل تعريف البُعد هو بُعد ائأحد الطر و  المجموعة,

,12]للحلقة  𝑝𝑎𝑔𝑒 35 + 205] . 

𝑅مثالياً في حلقة كثيرات الحدود   𝐼تعريف: ليكن  = ℂ[𝑥1, 𝑥2, … . . . , 𝑥𝑁]  
. إن العدد غير ℂالمعرّفة على حقل الأعداد العقدية )المركبة( و  متغير 𝑁ذات 
 السالب

𝑛 ≔ 𝑆𝑢𝑝{ 𝑘 ∶ 𝑃0 ⊊ 𝑃1 ⊊ ⋯ … . . ⊊ 𝑃𝑘 ∶ 𝑃𝑖 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) , 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘} 

مجموعة كل  𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)حيث  ,dim (𝑅)يُرمز بـو  𝑅للحلقة  𝐾𝑟𝑢𝑙𝑙يُسمى بُعد 
 . 𝑅المثاليات الأولية في الحلقة 
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𝑅  ةيُعرف على أنه بُعد حلقة القسم 𝐼وبُعد المثالي 

𝐼
)dimن   إأي     ) =

dim (
𝑅

𝐼
) . 

dim(𝑋)عندئذٍ يكون  = dim (𝐼) حيث ,𝑋 = 𝑉(𝐼) ⊆ ℂ𝑁  المجموعة الجبرية
 . 𝐼الموَلدة بالمثالي 

0حيث  𝑋𝑖ل إلى مجموعات  جبرية لّ تُحَ  𝑋إن المجموعة الجبرية  ≤ 𝑖 ≤

dim (𝑋),  التي بدورها و𝑋𝑖  تُحلل إلى مجموعات )مركبات( غير قابلة للاختزال
𝑋𝑖𝑗  حيثdim(𝑋𝑖𝑗) = 𝑖  نإ. أي 

𝑋 = ⋃ 𝑋𝑖
𝑑
𝑖=0 = ⋃ (⋃ 𝑋𝑖𝑗)

𝑑𝑖
𝑗=1 )𝑑

𝑖=0   حيث ,𝑋𝑖𝑗 مجموعة خالية أو مجموعة
 . ℂ𝑁في الفضاء   𝑖جبرية غير قابلة للاختزال بُعدها 

𝑋  ويسمى هذا التحليل = ⋃ 𝑋𝑖
𝑑
𝑖=0 = ⋃ (⋃ 𝑋𝑖𝑗)

𝑑𝑖
𝑗=1 )𝑑

𝑖=0  التحليل
 . 𝑋الجبري المختزل للمجموعة الجبرية 

𝑝عند نقطة  𝑋" لمجموعة جبرية local dimensionيُعرف البعد المحلي " ∈ 𝑋 
 يرمز لهو  نتمي إليها هذه النقطةعلى أنه بعد المركبة ذات البعد الأكبر التي ت

dim𝑝بـ 𝑋أي , 

dim𝑝(𝑋) = sup {𝑖 ∶    𝑖 = 𝑑𝑖𝑚(𝑋𝑖𝑗) , 𝑝 ∈ 𝑋𝑖𝑗 , 𝑋 = ⋃ (⋃ 𝑋𝑖𝑗)

𝑑𝑖

𝑗=1

)

𝑑

𝑖=0

} 
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:مثال 𝑅 = ℝ[𝑥, 𝑦, 𝑧]  ,𝐼 =< 𝑓1 , 𝑓2 𝑓1, حيث < = 𝑥𝑧 , 𝑓2 = 𝑦𝑧 .
𝐼عندئذٍ:   =< 𝑥, 𝑦 >∩< 𝑧 𝑋المجموعة الجبرية و  < = 𝑉(𝐼) = ⋃ 𝑋𝑖

2
𝑖=0 

𝑋2تُحلل إلى مجموعات جبرية  𝐼الموّلدة بالمثالي  = 𝑉(< 𝑧 مركبة غير قابلة  (<
ℝفي الفضاء الثلاثي  𝑜𝑥𝑦)تمثل المستوي  2للاختزال بُعدها 

مجموعة جبرية  و  ( 3
𝑋1 = 𝑉(< 𝑥, 𝑦 في  𝑜𝑧)تمثل المحور  1مركبة غير قابلة للاختزال بُعدها  (<

ℝالفضاء الثلاثي 
𝑋0و ,( 3 = البعد المحلي للمجموعة المجموعة الخالية . ∅

𝑝عند النقطة  𝑋الجبرية  = dim𝑝(𝑋)هو  (1,2,0) = 𝑝, وذلك لأن 2 ∈ 𝑋2. 
 

 

 

 

 

 

       

في  𝐺𝑟𝑜𝑒𝑏𝑛𝑒𝑟من التطبيقات لقواعد  دالعدي يوجد :"𝑮𝒓𝒐𝒆𝒃𝒏𝒆𝒓"قاعدة  .1
نظرية  الشواذ , في هذا البحث سنستخدم أحد و  الهندسة الجبريةو  الجبر التبادلي

 .[1,7,9,10,12]هو إيجاد بُعد المجموعة الجبرية و  التطبيقات

𝑋1

_

2  

𝑋2 
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𝑀𝑜𝑛(𝑅)علاقة ترتيب على مجموعة الحدوديات   >لتكن  = {𝑥𝛼  ∶    𝛼 ∈

ℕN} وf = aαxα + aβxβ + aγxγ + ⋯ . … + aδxδ ∈ R اً منتهي اً مجموع 
,  >من الحدوديات غير الصفرية  والتي تُكتب بشكل وحيد بالنسبة لعلاقة الترتيب 

 :حيث

𝑥𝛼 > 𝑥𝛽 > 𝑥𝛾 > ⋯ . … > 𝑥𝛿 𝑅 و  = ℂ[𝑥1 , 𝑥2 , ….  , 𝑥𝑁] 

𝛼و = (𝛼1 , 𝛼2 , ….   , 𝛼𝑁) ∈ ℕ𝑁 و𝑥𝛼 =  𝑥1
𝛼1𝑥2

𝛼2  , … . 𝑥𝑁
𝛼𝑁 

,𝑎𝛼و   𝑎𝛽 , 𝑎𝛾, … . … , 𝑎𝛿 ∈ ℂ. 

  شاملة  >إن علاقة الترتيب"𝐺𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙" 1فقط إذا كان  و  إذا < 𝑥𝛼  أياً وذلك
,0,0)كان … ,0) ≠ 𝛼 ∈ ℕ𝑁.  الترتيب المعجمي الدرجيمثلًا 

"𝑑𝑝: degree  lexicographical ordering" 
  إن الحد القائد لـ𝑓  "𝑙𝑒𝑎𝑑𝑖𝑛𝑔𝑡𝑒𝑟𝑚  يرمز بـ "𝐿𝑇(𝑓) = 𝑎𝛼𝑥𝛼  . 

𝑥𝛼فقط إذا كان و  إذا "𝑙𝑜𝑐𝑎𝑙"تُسمى محلية>ملاحظة: إن علاقة الترتيب  < 1 
,0,0)أياً كان  ذلك و  … ,0) ≠ 𝛼 ∈ ℕ𝑁  الترتيب المعجمي الدرجي , مثلًا

:𝑑𝑠"العكسي  negative degree reverse lexicographical ordering" 

𝐼: ليكن [1,7,9,10,12]تعريف =< 𝐹 بمجموعة كثيرات الحدود   اً مولد اً مثالي <
𝐹 = {𝑓1, 𝑓2, …  , 𝑓𝑛}  في حلقة كثيرات الحدود𝑅 = ℂ[𝑥1 , 𝑥2 , ….  , 𝑥𝑁], 

∅و ≠ 𝐺 = {𝑔1 , 𝑔2 , …  , 𝑔𝑙} ⊆ 𝐼 علاقة ترتيب شاملة . >و 
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  إن مجموعة كل الحدود القائدة لعناصر المثالي𝐼 في الحلقة   اً تولد مثالي𝑅 
𝐿𝑇(𝐼)  :, أي  𝐿𝑇(𝐼)بـ  لهيُرمز  = {𝐿𝑇(𝑓):   𝑓 ∈ 𝐼 } 

  المجموعة المنتهية𝐺  تسمى قاعدة𝐺𝑟𝑜𝑒𝑏𝑛𝑒𝑟  أو قاعدة قياسية(
"standard basis" للمثالي )𝐼 إذا وفقط إذا كان 

 

𝐿𝑇(𝐼) =< 𝐿𝑇(𝑔1), 𝐿𝑇(𝑔2) ,   … … . , 𝐿𝑇(𝑔𝑙) > 

وقاعدته القياسية تُعرض من خلال  العلاقة بين المثالي
"(𝐵𝑢𝑐ℎ𝑏𝑒𝑟𝑔𝑒𝑟′𝑠𝐶𝑟𝑖𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑛 )"[7,9,10,12]  والتي تبيّن بأن المثالي موّلد

نه إ, أي  <أصغرية بالنسبة إلى علاقة الترتيب  التي تكون مجموعةو  بهذه القاعدة
𝐼, فإن  𝐼قاعدة قياسية للمثالي  𝐺إذا كانت  =< 𝐺 أصغر مجموعة  𝐺حيث  <

          نّ إ حيث, 𝐼) بالنسبة إلى علاقة الترتيب( تولد المثالي  𝐼جزئية في 
dim (

𝑅

𝐼
) = dim (

𝑅

𝐿(𝐼)
) (𝐶𝑜𝑟𝑜𝑙𝑙𝑎𝑟𝑦(5.3.14)𝑖𝑛[12]). 

تعتمد على حساب القاعدة القياسية للمثالي  ن خوارزمية حساب بُعد مجموعة جبرية إ
 البعد المحلي خوارزمية حساب" أما 𝐺𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙في حلقة مُعرف عليها علاقة ترتيب "

𝑝لمجموعة جبرية عند نقطة  = (𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑁) تعتمد على حساب القاعدة ف
جراء تطبيق في و  "𝐿𝑜𝑐𝑎𝑙ف عليها علاقة ترتيب "القياسية للمثالي في حلقة مُعر   ا 

𝑥𝑖إلى  𝑥𝑖ينقل كل هذه الحلقة  − 𝑝𝑖  من أجل كل𝑖 ∈ {1, 2, … . . , 𝑁}  كلتا , و
ي ف نعرض مثالاً و  𝑆𝐼𝑁𝐺𝑈𝐿𝐴𝑅[9]في نظام جبر الكمبيوتر  منفذتانن يالخوارزميت

𝑋بُعد المجموعة الجبرية  بحسا كيفية نيهذا النظام يبّ  = 𝑉(𝐼)  حساب البُعد و
 . لمجموعة جبرية عند نقطة منها المحلي
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𝑰مثال: ليكن  2-1 =< 𝒇𝟏 , 𝒇𝟐 𝑹في  اً مثالي < = ℂ[𝒙, 𝒚, 𝒛]  
𝑿و = 𝑽(𝑰)  المجموعة الجبرية المولدة بـ𝑰   حيث ,𝒇𝟏 = xz  ,

𝒇𝟐 = yz  بُعد المجموعة الجبرية .𝑋 = 𝑉(𝐼) ,  البُعد المحلي و
dim𝑝(𝑋)  عند النقطة𝑝 = (0,1,1): 

2-2  
ring r=0, (x,y,z),dp;// dp = global monomial ordering 

Poly f1 = xz; 

Poly f2 = yz;; 

Ideal   I = f1 , f2; 

dim(std(I)); ===>        2  

ring R = 0,(x,y,z),ds;   // ds = local monomial ordering 

Poly f1 = xz; 

Poly f2 = yz;; 

Ideal   I = f1 , f2; 
map phi = R, x, y, z-1; 

dim(std(phi(i)));===>        1 
 

𝑑تبدأ من[1]عرضها في الخوارزمية التي تم  . إنّ : الخوارزمية .1 = dim (𝑋) 
لكنها تعتمد على استخدام نظامي جبر كمبيوتر و  بعد المجموعة الجبرية

𝑆𝐼𝑁𝐺𝑈𝐿𝐴𝑅و𝐵𝑒𝑟𝑡𝑖𝑛𝑖 تبدأ من  [6], بينما الخوارزمية في𝑁  عدد
𝑑يكون و  "Homptopy"المتغيرات معتمدة فقط على دالة الـ  < 𝑁  ن إحيث

مفهوم كل من  تعتمد على [3]الخوارزمية في و  الاولى توفر الوقت,
"𝑊𝑖𝑡𝑛𝑒𝑠𝑠 𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡 𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟 𝑠𝑒𝑡𝑠" "وtriangular sets التحليل العددي "

على صفة الاستمرارية في  أيضاً و  القواعد القياسيةو  المختزل للمجموعات الجبرية
نظامي جبر كمبيوتر  كذلكتستخدم و "Homptopy" دالة الـ 
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𝑆𝐼𝑁𝐺𝑈𝐿𝐴𝑅 و  𝐵𝑒𝑟𝑡𝑖𝑛𝑖 [5] , الخوارزميات التي تحسب البعد جميع و
المحلي تعتمد على تقاطع المجموعة الجبرية مع فضاء آخر يمر من النقطة 

 .التي سنعرضها فيما يليو  المراد حساب البعد المحلي عندها

نعرض خوارزمية تبدأ من بُعد المجموعة الجبرية من خلال إجراء تقاطع للمجموعة 
𝑝طةيحوي النق 𝐿مع فضاء خطي 𝑋الجبرية  ∈ ℂ𝑁  المراد حساب البعد المحلي

 واحد كمبيوترتنفيذها في نظام جبر و  فقط عندها باستخدام القواعد القياسية
"𝑆𝐼𝑁𝐺𝑈𝐿𝐴𝑅". 

𝑁الذي بعده  𝐿𝑑إن فكرة التقاطع مبنية على أن الفضاء  − 𝑑  يتقاطع مع المركبات
لن يتقاطع مع أي مركبة أخرى  بعدها و  في عدد منتهٍ من النقاط 𝑑ذات البعد 
𝑁الذي بُعده   𝐿𝑑−1الفضاء و  ,𝑑أصغر من  − (𝑑 − يتقاطع مع المركبات  (1
𝑑ذات البعد  − لن يتقاطع مع أي مركبة أخرى  بعدها و  في عدد منتهٍ من النقاط 1
𝑑أصغر من  − ℂن  إوهكذا . حيث  1 = 𝐿0 ⊇ 𝐿1 ⊇ 𝐿2 ⊇ ⋯ . … .  ⊇ 𝐿𝑑 

𝐿𝑖كلًا منها معرف بالشكلو  = 𝑉(< 𝐴𝑖. (𝑥 − 𝑝) 𝐴𝑖و(< ∈ 𝑀𝑖×𝑁(ℂ). 

𝑋: لتكن  [3,13]مبرهنة .3-1 =∪ 𝑋𝑖 ⊆ ℂ𝑁 لمجموعات جبرية  اً منتهي اً اجتماع
"( تحوي dense Zariski open. عندئذٍ يوجد مجموعة مفتوحة )" 𝑘بُعد كلًا منها 

𝐿فضاءات خطية  ⊆ ℂ𝑁  ذات بُعد𝑚 :تحقق 

𝑘إذا كان  (1 + 𝑚 ≥ 𝑁  فإن المجموعة الجبرية𝐿 ∩ 𝑋  ذات بُعد𝑘 +

𝑚 − 𝑁 , 
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𝑘إذا كان  (2 + 𝑚 < 𝑁  فإن المجموعة الجبرية𝐿 ∩ 𝑋  تساوي المجموعة
 . ∅الخالية 

 معرف بالشكل 𝐿𝑖كلًا من الفضاءات  إن 
𝐿𝑖 = 𝑉(< 𝐴𝑖. (𝑥 − 𝑝) 𝐴𝑖 و  (< ∈ 𝑀𝑖×𝑁(ℂ)  ن كلًا منها يمر من إ, أي

في المجموعة  ̂لنقطة التي هي قيمة تقريبية ) محسوبة بشكل تقريبي(  𝑝النقطة 
البعد المحلي  𝑑𝑖𝑚𝑝(𝑋)المراد حساب البعد المحلي عندها. العلاقة بين  𝑋الجبرية 

و 𝑝عند  dim𝑝 𝑋  البعد المحلي عند النقطة�̂� .تُعرض من خلال المبرهنة التالية 

,3]. مبرهنة3-2 :𝜑ليكن : [13 𝑋 → 𝑌 اً تطبيق"ℎ𝑜𝑙𝑜𝑚𝑜𝑟𝑝ℎ𝑖𝑐"  بين فضاءين
�̂�عقديين. إن أي نقطة  ∈ 𝑋  يوجد جوار�̂� ∈ 𝑈 ⊆ 𝑋  يحقق:  

dim𝑥(𝑋𝜑(𝑥)) ≤ dim𝑝(𝑋𝜑(𝑝))  , ∀𝑥 ∈ 𝑈 

𝑋𝜑(𝑥) حيث  = 𝜑−1(𝜑(𝑥)) ,𝑋𝜑(𝑝) = 𝜑−1(𝜑(�̂�)) . 

𝑑تبدأ من  [1]إن الخوارزمية المعروضة في  = dim (𝑋) بُعد المجموعة الجبرية 
يتناقص حتى عدد المجاهيل و  𝑁تبدأ من  [6]الخوارزمية في و  ,الصفريتناقص حتى و 

 .الصفر

𝑁حتى  𝑑بينما الخوارزمية المعروضة في هذا البحث تبدأ من  − 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐹)  مما يختزل
 ذلك حسب المبرهنة الآتية.و  الخطوات في الحساب,و  الوقت
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,3]. مبرهنة3-3 𝐹لتكن  : [13 = {𝑓1, 𝑓2, … . . , 𝑓𝑛} ⊆ ℂ[𝑥1, 𝑥2, . . . . , 𝑥𝑁] 
. إن جميع المركبات المختزلة ℂجملة كثيرات حدود مُعرفة على حقل الأعداد العقدية 

𝑋للمجموعة الجبرية  = 𝑉(𝐹)  تملك بُعداً أكبر أو يساوي العدد𝑁 − 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐹). 

ℂعند نقطة من  "𝐽𝑎𝑐𝑜𝑏𝑖𝑎𝑛𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥"هي رتبة مصفوفة  𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐹)إن 
𝑁 يوجد , و

 .من أجل حسابها 𝑆𝐼𝑁𝐺𝑈𝐿𝐴𝑅خوارزمية منفذة في نظام جبر الكمبيوتر 

𝑭كن مثال: لت 3-4 = {𝒇𝟏 , 𝒇𝟐} في  مجموعة𝑹 = ℂ[𝒙, 𝒚, 𝒛]   حيث ,
𝒇𝟏 = xz     𝒇𝟐 = yz  حساب قاعدة .𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐹). 

ring r=0, (x,y,z),dp; 

Poly f1 = xz; 

Poly f2 = yz; 

Ideal   I = f1 , f2; 

Matrix MJ=Jacob(I); 

rank(MJ) ; 

===>2 
تحتاج إلى أن تكون جملة كثيرات الحدود  [6]و [1]إن الخوارزميات المعروضة في 
مربعة )عدد المجاهيل يساوي عدد كثيرات هي جملة التي تُعرف المجموعة الجبرية 

 بينما حدود إلى جملة مربعة,الجملة كثيرات  د( فهي تستخدم خوارزمية لتحويلالحدو 
 الخوارزمية المعروضة في هذا البحث ليست بحاجة إلى ذلك.

 الخوارزمية:

 مثالي الدخل :𝐼 =< 𝐹 >⊆ 𝐶[𝑥1, 𝑥2 , ….  , 𝑥𝑁]  موّلد بجملة كثيرات حدود
𝐹 = {𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑛}  المُعرّفة على حقل الأعدادℂ , 
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𝑝النقطة  = (𝑝1, 𝑝2 , … . , 𝑝𝑁) ∈ 𝑋 = 𝑉(𝐼)  المراد حساب البعد المحلي
 .𝜖المحسوبة بتقريب و  عندها

 الخرج :𝑑𝑖𝑚𝑝(ℂ)  البُعد المحلي للمجموعة الجبرية المُعرفة بالمثالي𝐼  عند
∥التي تحقق و  منها �̂�نقطة  �̂� − 𝑝 ∥< 𝜖 ن إ, حيث𝜖  عدد حقيقي موجب

 (. �̂�المقاربة للنقطة  𝑝صغير) مقدار التقريب المستخدم في حساب 
 الإجرائية: 
𝑑من أجل حساب العدد  "𝐺𝑟𝑜𝑒𝑏𝑒𝑛𝑟"استخدام قاعدة  (1 = 𝑑𝑖𝑚(𝑋) , 

𝑑إذا كان  = 𝑁 − 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐹)  فإن ,𝑑𝑖𝑚𝑝(𝑋) = 𝑑 ,  في حالة و𝑑 ≠ 𝑁 −

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐹) ,نتابع 
𝑁من أجل  (2 − 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐹) ≤ 𝑖 ≤ 𝑑, نبدأ من(𝑑 هذا له علاقة و  بشكل تنازلي

 بالإثبات النظري للخوارزمية(,
i. نُعرف الفضاء الخطي 𝒊  الذي بعده𝑁 − 𝑖 بالمعادلات الخطية           

𝐴𝑖(𝑥 − 𝑝) = {𝑙1, 𝑙2, … . . , 𝑙𝑖} حيث ,  𝐴𝑖 ∈ 𝑀𝑖×𝑁(ℂ)  مصفوفة
𝑥 اختيارية = (𝑥1, 𝑥2 , … . , 𝑥𝑁)  نإ, أي  𝐿𝑖 = 𝑉(𝑙1, 𝑙2, … . . , 𝑙𝑖)  

,𝑙1}المجموعة الجبرية المولدة بـ  𝑙2, … . . , 𝑙𝑖} , 
 

ii. المثالي  نُعرف𝐼𝑖 =< 𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑛, 𝑙1, 𝑙2 , … . . , 𝑙𝑖 𝑋و ,< ∩ 𝐿𝑖 =

𝑋𝑖 ∩ 𝐿𝑖 = 𝑉(𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑛, 𝑙1, 𝑙2 , … . . , 𝑙𝑖) 
لتكن و  بعدد منتهٍ من النقاط 𝑋𝑖يتقاطع مع المركبة الجبرية  𝐿𝑖إن الفضاء الخطي

𝑆𝑖 = {𝑝1, 𝑝2, … . … 𝑝𝑡}, 
iii.  البعد المحلي نحسب𝑑𝑖𝑚𝑝((𝐼𝑖)) للمجموعة الجبرية الموّلدة بالمثالي𝑖  عند

𝑑𝑖𝑚𝑝(𝑋)نضع  i, إذا كان الناتج 𝑝النقطة  = 𝑖  هذا تنتهي الخوارزميةو ,
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𝑝𝑗يعني أنه  يوجد  ∈ 𝑆𝑖  يحقق∥ 𝑝 − 𝑝𝑗 ∥< 𝜖,  لا نضع و 𝑖ا  = 𝑑 − 1 
 ( .iنعود إلى )و 

بدايةً من الواضح أن الخوارزمية محدودة )منتهية: لا تعمل بلا توقف( الإثبات: 
iوذلك لأنها تبدأ عند  = d ≤ N  تنتهي عند وi = 𝑁 − 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐹) . 

𝑑إذا كان  = 𝑁 − 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐹) فهذا يعني بأن جميع مركبات المجموعة الجبرية ,
𝑋  بُعدها يساوي𝑑,  بالتالي و  (,3.3ذلك حسب المبرهنة )وdimp(X) = 𝑑 . 

dأما في حالة  = dim(X) > 𝑁 − 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐹) الخوارزمية تبدأ من  فإن𝑖 = 𝑑 
المختزلة للمجموعة  غيرمركبات لل اً اجتماعالتي تمثل 𝑋𝑖من أجلو  بشكل تنازلي,و 

Iالمُعرّفة بالمثالي 𝑋الجبرية  =< 𝐹  حيث , iذات البُعد  <

i ∈ {𝑁 − 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐹), 𝑁 − 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐹) + 1, … . , d} ,يتحقق 
 

dim(Xi) + dim(Li) = i + (N − i) = N 

 بمجموعة بُعدها Xiيتقاطع فقط مع المركبة   Liفإن 

dim(Xi ∩ Li) = i + (N − i) − N = 0 

ذلك حسب و  ,  iلا يتقاطع مع أي مركبة بُعدها أصغر من و  أي بعدد منته من النقاط
𝑺𝒊ن إ( , أي  1-3المبرهنة ) = 𝑿 ∩ 𝑳𝒊 = 𝑿𝒊 ∩ 𝑳𝒊 = {𝒑𝟏, 𝒑𝟐, … . , 𝒑𝒕𝒊

}. 

pjنقطة فإذا كان يوجد  ∈ Si تحقق∥ 𝑝 − 𝑝𝑗 ∥< 𝜖  ,1من أجل ≤ 𝑗 ≤ 𝑡𝑖  ,
∋ k ∀و ذلك ,Xkلا تنتمي إلى و  Xiفهي تنتمي إلى المركبة  {𝑁 −
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𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐹),   . . . . . . , i − بما أن و  ,Xkلا يتقاطع  مع المركبة  Liلأن , {1
لن تنتمي أيضاً لأي مركبة  pjالخوارزمية بدأت بشكل تنازلي من أكبر بُعد فإن 

 . iبُعدها أكبر من 
dimمن جهة ثانية و  ̂ (𝑋𝑖) = dim𝑝(𝑋𝑖) = dim𝑝𝑗

( 𝑋𝑖) نقطة ال حيث
�̂� ≅ 𝑝𝑗 ∈ 𝑋𝑖  , بالتالي يكون البُعد المحلي و  (,2-3ذلك حسب المبرهنة )و

dimp(X)هو  pعند النقطة  Xللمجموعة الجبرية  = i  بذلك تكون الخوارزمية و
 صحيحة.

𝐼مثال: ليكن  .3-5 =< 𝑓1, 𝑓2 𝑅في  اً مثالي < = ℂ[𝑥, 𝑦, 𝑧]  و𝑋 =

𝑉(𝐼)  المجموعة الجبرية المولدة بـ𝐼,   حيث𝑓1 = 𝑥𝑧  ,𝑓2 = 𝑦𝑧 
𝜖مقدار التقريب و  = 10−6  . 

𝑝1ولتكن  = (0,0, 𝑝2و (1− = (1, 1, . المطلوب تحديد البُعد المحلي (10−4
𝑝1 ,𝑑𝑖𝑚𝑝1عند النقطة  𝑋لـ 

(𝑋) , البُعد المحلي لـ و𝑋  عند النقطة𝑝2 
,𝑑𝑖𝑚𝑝2

(𝑋). 
𝑑مثال(  (1-2))من المثال السابق  = dim( ) = ( 4-3) ومن المثال ,2

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐹)الرتبة  = 2 . 
𝒅𝒊𝒎 حساب

𝟏
(𝑿) :  سنبدأ من𝑖 =   حيث  اً خطي , نُعرف فضاءً 2

𝐿2 = 𝑉(𝑙1, 𝑙2) 

(
𝑙1

𝑙2
) = (

1       0     2
2  − 1    1

) (
𝑥 − 0
𝑦 − 0
𝑧 + 1

) = (
𝑥 + 2𝑧 + 2

2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 1
) 

S2 = L2 ∩ X = V(f1, f2, l1, l2) = {(0, −2, −3), (0,0, −1)} 
𝒑𝟏ننلاحظ أ = (𝟎, 𝟎, −𝟏) ∈ 𝑆2   بالتالي يكون البُعد المحليو   

dim𝑝1
(𝑋) = 2 . 
dimp2حساب 

(X)  سنبدأ من :i = L2اً خطي , نُعرف فضاءً 2 = V(l1, l2) 
 حيث
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(
𝑙1

𝑙2
) = (

1       0     2
2  − 1    1

) (
𝑥 − 1
𝑦 − 1

𝑧 − 10−4

)

= (
𝑥 + 2𝑧 − 1 − 2(10−4)

2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 1 − 10−4) 
𝑆2 = 𝐿2 ∩ 𝑋 =  𝑉(𝑓1, 𝑓2, 𝑙1, 𝑙2) = 

= {𝑞1 = (1 − 2(10−4), 1 − 5(10−4), 0) ,

q2 = (1 + 4(10−4), 1 + 4(10−4), −3(10−4))} 
∥نلاحظ أن  𝑝2 − 𝑞1 ∥> 𝜖 و ∥ 𝑝2 − 𝑞1 ∥> 𝜖  التالي يكون البُعد المحليوب 

dim𝑝2
(𝑋) < 2 

𝑖من أجل  = 𝐿1اً خطي , نُعرف فضاءً  1 = 𝑉(𝑙1). 
dimنحسب البُعد المحلي 

2
(𝑌1)   1للمجموعة الجبرية = 𝑉(𝑓1, 𝑓2 , 𝑙1) 

dim𝑝2(( فنجد 1-2في المثال) للحساب )بشكل مشابه 𝑝2عند النقطة 
(𝑌1) = 1 

dim𝑝2بالتالي و 
(𝑋) = 1 . 

 الخاتمة:.3
" ومنفذة في برنامج واحد Homotopyتستخدم فقط دالة الـ " [𝟔]في الخوارزمية 

"𝐵𝑒𝑟𝑡𝑖𝑛𝑖"  لكن تبدأ من و𝑵 الذي هو أكبر تماماً من بُعد و  عدد المتغيرات
 [3]الخوارزمية في خطوات, و من ال أكبر نها تحتاج إلى عددإالمجموعة الجبرية أي 

                  "Witness point sets"مفهوم و  تستخدم القواعد القياسية
لكنها منفذة في و  "Homotopy"صفة الاستمرارية في دالة الـ و  "triangular sets"و

 [1]الخوارزمية في , و "Bertini"و "SINGULAR"برنامجي جبر الكمبيوتر 
تُعد و  "Homotopyدالة الـ "و  القواعد القياسية  من أجل حساب البُعد تستخدم
لأنها تبدأ من بُعد المجموعة الجبرية الذي هو أصغر  للخوارزميتين السابقتين تحسيناً 
ولكنها أيضا تستخدم نظامي جبر كمبيوتر  من عدد المتغيرات تماماً 
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"𝑆𝐼𝑁𝐺𝑈𝐿𝐴𝑅" و"𝐵𝑒𝑟𝑡𝑖𝑛𝑖" وهي أيضا بحاجة إلى اختزال جملة كثيرات الحدود
 التي توّلد المثالي إلى جملة مربعة.

سابقة الخوارزميات لتحسينات ل ثلاثة الخوارزمية المعروضة في هذا البحث تقدم إنّ 
في حساب البُعد المحلي لمجموعة جبرية عند نقطة مقاربة لنقطة تنتمي إلى هذه 
المجموعة الجبرية, التحسين الأول هو استخدام نظام جبر كمبيوتر واحد فقط 

"𝑆𝐼𝑁𝐺𝑈𝐿𝐴𝑅"  دالة الـ "والاستغناء عن استخدامHomotopy",  التحسين الثاني و
 ,كثيرات الحدود التي توّلد المثالي إلى جملة مربعةهو عدم الحاجة إلى اختزال جملة 

من خلال البدء ببعد المجوعة  وذلكعدد الخطوات  فهو تقليلالتحسين الثالث  أما
𝑑 < 𝑁  الانتهاء عند و𝑁 − 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐹) ≥  كما يوضح المثال الأخير. 0
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