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 الحـمقـات شبه المنتظمـة

 
 2حاكميحمزة أ.د ,  1بشار الحسين 
1

 قسم الرياضيات كمية العموم جامعة دمشق.طالب دراسات عليا  

 أستاذ في قسم الرياضيات كمية العموم جامعة دمشق.2
 

 الممخص
 iCتعد دراسة العلاقة بين مفيوم الانتظام في الحمقات وبين أنواع محددة من المودولات مثل

من المواضيع المعاصرة في نظرية الحمقات  ،4,3,2iحيث ،مودولاتiDمودولات و
فقد درسنا في ىذه المقالة العلاقة بين  ،والمودولات. ولما كانت كل حمقة منتظمة ىي شبو منتظمة

حيث أثبتنا أنو  .3,2iحيث ،مودولاتiDمودولات وiCالحمقات شبو المنتظمة وبين
MEndS)(فإن الحمقة Mلأجل أي مودول R  تكون شبو منتظمة عندما وفقط عندما

0ل كلمودول وأنو لأج2Dىو Mيكون f S¹ )(فإن خ fmI  ًيحوي حداً مباشراً مغايرا
0مودول وأنو لأجل كل2Cىو Mويكافئ كون Mلمصفر لممودول f S¹  خ

)(فإن fKer د مباشرمحتوى في حMK  لممودول M . 
MEndS)(أخيراً أثبتنا أنو إذا كانت الحمقة R شبو منتظمة فإن المودولM    

 مودول في آن واحد.3Cمودول و3Dىو
 ،مودول3D ،مودول2D ،الحمقة المنتظمة وشبو المنتظمة تاحية:الكممات المف

2C3 ،مودولC المودولات الإسقاطية )الأفقية( المباشرة. ،مودول 
 

 .16P40، 16P20، 16D40، 16D50 (:1212التصنيف الرياضياتي العالمي لمعام )
 

16/66/2622تاريخ الإيداع:   

36/68/2622تاريخ الموافقة:   

 
–حقوق النشر: جامعة دمشق 

حتفظ المؤلفون بحقوق سورية، ي
 النشر بموجب الترخيص

CC BY-NC-SA 04 



 الحسيند.  و حاكمي                                                                                                    الحـمقـات شبه المنتظمـة

 11من  1

 

Semi-Regular Rings 

 
 

 Bashar Alhussein
1
, Prof. Hamza Hakmi

2 

1
 Graduate Student. Department of Mathematics، Faculty of Science، Damascus 

University. 
2

 Proof. Department of Mathematics، Faculty of Science، Damascus University. 
 

 

Abstract 
 

The study of relation between regularity and certain kinds of modules such as 

iC modules and iD modules، where 4,3,2i ، is a modern subject in 

Rings and modules theory. Since every regular ring is semi-regular، we study  

the relation between semi-regular ring and iC modules، iD  modules، 
where 3,2i . 

We prove that for every module M ، the ring )(MEndS R  is semi-

regular if and only if M is 2D module and for every non-zero element 

Sf  ، )( fmI  contains a non-zero direct summand of M . 

In addition، we proved that for every module M ، the ring )(MEndS R  

is semi-regular if and only if M  is 2C module and for every non-zero 

element Sf  ، )( fKer contained in a direct summand MK  of M .  

Finally، we prove that if the ring )(MEndS R  is semi-regular، then M  

is 3D module and 3C module. 
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 المقـدمة.
لى الآن لا يزال ىذا المفيوم يشغل بال الكثير من الجبريين عمى مستوى العالم 1936منذ ظيور مفيوم الانتظام في الحمقات عام   ،وا 

مى سبيل ع. الأمر الذي أدى إلى ظيور عدد كبير من الأعمال تدرس العلاقة بين المودول وحمقة الإندومورفيزمات ليذا المودول
منتظمة  ،M[ أن الشرط اللازم والكافي كي تكون حمقة الإندومورفيزمات لمودول ما8في ] .WareR أثبت 1971في عام المثال 

 .Mىو أن تكون النواة والصورة المباشرة لأي تشاكل ليذا المودول حدوداً مباشرة في
 M[ أن الشرط اللازم والكافي كي يكون مودول ما3]في A. A. Tuganbaev & A.H. Abyzovأثبت 2614في عام و 

لأجل أي عنصرين  ،( ىو أن يحقق الشرط[1، ]مودول )المودول الذي فيو مجموع حدين مباشرين ىو حد مباشرSSPىو
,)(منتظمين MEndgf R لأجميما)( fgmI المودول حد مباشر فيM فإن )( fgKer حد مباشر فيM فضلًا عن .

)المودول الذي فيو تقاطع حدين مباشرين ىو حد  مودولSIPىو M أثبت أن الشرط اللازم والكافي كي يكون مودول ما ،ذلك
,)(لأجل أي عنصرين منتظمين ،( ىو أن يحقق الشرط[1، ]مباشر MEndgf R لأجميما)( fgKer حد مباشر في 

)( فإن Mالمودول fgmI حد مباشر فيM. 
في ىذه الورقة العممية درسنا العلاقة بين المودول وحمقة الإندومورفيزمات لو وذلك في حالة كون ىذه الحمقة شبو منتظمة. في البداية 

بعد ذلك درسنا العلاقة  عدداً من الشروط اللازمة والكافية كي تكون حمقة اإندومورفيزمات لمودول ما شبو منتظمة.أوردنا 
مودولات وبين حمقة الإندومورفيزمات ليذه المودولات وذلك في حال كانت ىذه الحمقة شبو منتظمة. 3Dمودولات و2Dبين

ت وذلك في حال كانت ىذه مودولات وبين حمقة الإندومورفيزمات ليذه المودولا3Cمودولات و2Cوأخيراً درسنا العلاقة بين
 الحمقة شبو منتظمة.

 جميع الحمقات التي ستتم دراستيا ىي حمقات واحدية والمودولات فوق ىذه الحمقات ىي مودولات يمينية.
 ة.ــه المنتظمـات شبــمقـالح – 1

 تمهيـد.
MEndS)(وأن Rمودولًا فوق حمقة Mليكن R:لنأخذ المجموعات الآتية . 

( ) { ; (1 )    for some  0 }D M S Im M Sa a b bإ= خ - ح ¹  خ
( ) { ; (1 )    for some  0 }D M S Im M Sa ba bإ= خ - ح ¹  خ

( ) { ; (1 )    for some  0 }D M S Im T M Sa a b b· =إ خ - ح ح ¹  خ
( ) { : ; (1 )   for some  0 S }K M S Ker Ma a a b bإ= خ - ح ¹  خ
( ) { : ; (1 )   for some  0 S }K M S Ker Ma a ba bإ= خ - ح ¹  خ

( ) { : ; (1 ) , 0 for some  0 S }K M S Ker K M Ka a a b b· =إ خ - ت ح ¹ ¹  خ
إن المجموعات السابقة  ،. فضلًا عن ذلكSمن الواضح أن جميع المجموعات السابقة ىي مجموعات جزئية غير خالية في الحمقة

 ترتبط مع بعضيا البعض بعدد من العلاقات سنذكر بعضاً منيا من خلال التمييدية الآتية:
 .1-1تمهيديــة 

MEndS)(وأن Rمودولًا فوق حمقة Mليكن Rالقضايا الآتية صحيحة: . عندئذ 
1 - )()( MKMK . 
2 - )()( MKMK . 
3 - )()()( MKMKMK . 
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 البرهــان.
MKf)(ليكن - 1 ، عندئذ حسب التعريف يوجدSg 1(بحيث( fgKer   حد مباشر فيM  وبالتالي يوجد عنصر

)1()(بحيث Seجامد emIfgKer  1(0ومنو فإن(  efg وبالتالي فإنfgee  وأنefgee   ومنو
)()(فإن gefgege  . 

gehلنضع  فنجد أنSh ويحقق أنhfhh  ومنو فإنShf   عنصر جامد وبالتالي يكونShf 1  ًىو أيضا
)1(عنصر جامد ومنو فإن hfKer  حد مباشر فيM  وىذا يبين أن)(MKf  لي يكونوبالتا)()( MKMK  . 

)()(بالمثل يمكننا إثبات صحة الاحتواء MKMK وىكذا نجد أن .)()( MKMK . 
)()(من الواضح أن - 2 MKMK ليكن .)(MKf ، عندئذ حسب التعريف يوجدSg 1(بحيث( fgKer  

 . Mلممودول Nتحوي حد مباشر
NMeلنفرض أن :1(فنجد أن ،التشاكل الإسقاطي الغامر()( fgKerNemI   1(0ومنو فإن(  efgmI 
)1(0وبالتالي فإن  efg ومنو يكونfgee  وأنefgee   ومنو فإن)()( gefgege  . 

gehلنضع  فنجد أنSh ويحقق أنhfhh  ومنو فإنShf   عنصر جامد وبالتالي يكونShf 1  عنصر
)1(جامد ومنو فإن hfKer  حد مباشر فيM وىذا يبين أن( )f K Mومنو فإن خ)(MKf   وبالتالي

)()(يكون MKMK  وىكذا فإن)()( MKMK . 
 (.2( و)1ينتج مباشرة من ) – 3

 تعريــف.
 حمقة.  Rلتكن
babbيحقق أن Rbإنو شبو منتظم إذا وجد عنصر مغاير لمصفر Raنقول عن العنصر - ونقول عن الحمقة .R  إنيا

 .[4] ،و منتظمةشبو منتظمة إذا كانت جميع عناصرىا المغايرة لمصفر شب
abaaيحقق أن Rbإنو منتظم إذا وجد عنصر Raنقول عن العنصر - ونقول عن الحمقة .R  إنيا منتظمة إذا كانت

 [.7] ،جميع عناصرىا منتظمة
 لكافية لمفيوم العناصر شبو المنتظمة وذلك من خلال المبرىنات الآتية:سندرس الآن عدداً من الشروط اللازمة وا

 . 1-1مبرهنـة 
MEndS)(وأن Rمودولًا فوق حمقة Mليكن R عندئذ لأجل أي عنصر مغاير لمصفر .Sf   متكافئةالقضايا الآتية: 

 شبو منتظم. fالعنصر – 1
)1(بحيث Sgيوجد عنصر مغاير لمصفر – 2 fgKer  حد مباشر فيM. 
)1(بحيث Shيوجد عنصر مغاير لمصفر – 3 hfKer  حد مباشر فيM. 
)1(بحيث Sgيوجد عنصر مغاير لمصفر – 4 fgKer  يحوى حداً مباشراً مغايراً لمصفر لممودولM. 
)1(بحيث Shيوجد عنصر مغاير لمصفر – 5 hfKer   ًلمصفر لممودول يحوى حداً مباشراً مغايرا M. 

 البرهـــان.
(1)(2لنفرض أن العنصر .)f عندئذ يوجد عنصر مغاير لمصفر ،شبو منتظمSg بحيث gfgg   ومنو نجد
Sfgأن  مد وبالتالي يكونعنصر جاSfg 1 1(ىو أيضاً عنصر جامد وىذا يبين أن( fgKer  حد مباشر فيM. 
(2)(4.واضح .) 
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(4)(1.) يوجد عنصر مغاير لمصفر لنفرض أنوSg 1(يثبح( fgKer  تحوى حداً مباشراً مغايراً لمصفرK 
KMeولنفرض أن Mلممودول : عندئذ فإن: ،التشاكل الإسقاطي الغامر 

)1()( fgKerKemI  
)1(0ومنو نجد أن  efg وبالتالي يكونfgee  وأنefgee  :ومنو نجد أن 

)()( gefgege  
gehلنفرض أن  فنجد أنSh ويحقق أنhfhh 0إن ،. فضلًا عن ذلكh،  0لأنو إذا كانh  نجد

0أن fhfgee وىذا غير ممكن. مما سبق نجد أن العنصرf .شبو منتظم 
 (3)(5.)(1بطريفة مشابية يمكننا إثبات صحة التكافؤ)

 اعتماداً عمى المبرىنة الأخيرة يمكنن صياغة النتيجة الآتية:
 نتيجـة.
MEndS)(وأن Rمودولًا فوق حمقة Mليكن R:عندئذ الشرطان الآتيان متكافئان . 

 شبو منتظمة. Sالحمقة – 1
2 - )()()( MKMKMKS . 

 . 5-1مبرهنـة 
MEndS)(وأن Rدولًا فوق حمقةمو  Mليكن R عندئذ لأجل أي عنصر مغاير لمصفر .Sf  :القضايا الآتية متكافئة 

 شبو منتظم. fالعنصر – 1
)1(بحيث Sgيوجد عنصر مغاير لمصفر – 2 fgmI  حد مباشر فيM. 
)1(بحيث Shيوجد عنصر مغاير لمصفر – 3 hfmI  حد مباشر فيM. 
)1(بحيث Sgيوجد عنصر مغاير لمصفر – 4 fgmI  محتوى في حد مباشرMK  لممودولM. 
)1(بحيث Shيوجد عنصر مغاير لمصفر – 5 hfmI  محتوى في حد مباشرMK  لممودولM. 

 البرهـــان.
(1)(2 لنفرض أن .)العنصرf عندئذ يوجد عنصر مغاير لمصفر ،شبو منتظمSg بحيث gfgg   ومنو نجد
Sfgأن  ىو عنصر جامد وبالتالي يكونSfg 1 1(ىو أيضاً عنصر جامد وىذا يبين أن( fgmI   حد مباشر
 .Mفي
(2)(4.واضح .) 
(4)(1.) يوجد عنصر مغاير لمصفر لنفرض أنوSg 1(بحيث( fgmI  محتوى في حد مباشرMK  لممودولM 

KMeولنفرض أن : عندئذ: ،التشاكل الإسقاطي الغامر 
)()1( emIKfgmI  

fgfgeومنو نجد أن  fgefgeوبالتالي يكون )1(1  efgfgeومنو فإن 1 1 
fgeeوأن )1(1 1)1()1(إن ،. فضلًا عن ذلك efgee  :وأن 
)1()1()1( efgegeg  

)1(لنضع egh  فنجد أنSh ويحقق أنhfhh 0إن ،. فضلًا عن ذلكh،  0لأنو إذا كانh :نجد أن 
0)1()1()1(1  fheefgee 

MKوبالتالي 1eومنو فإن  وىذا غير ممكن. مما سبق نجد أن العنصرf .شبو منتظم 
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 (3)(5.)(1ة مشابية يمكننا إثبات صحة التكافؤ)بطريق
 اغة النتيجة الآتية:اعتماداً عمى المبرىنة الأخيرة يمكنن صي

 نتيجــة.
MEndS)(وأن Rمودولًا فوق حمقة Mليكن R:عندئذ الشرطان الآتيان متكافئان . 

 شبو منتظمة. Sالحمقة – 1
2 - )()()( MDMDMDS  
 رة.ـة المباشـاطيـودولات الإسقـالم – 1

 تعريـف.
MEndS)(وأن Rمودولًا فوق حمقة Mليكن Rنقول عن المودول .M إنو إسقاطي مباشر إذا كان لأجل كل حد مباشرK 

KMfل كل تشاكل غامرولأج Mلممودول : يوجد عنصرSg يحقق أنfg، حيثKM :  التشاكل
 .[5] ،الإسقاطي الغامر

 . 1-1مبرهنــة 
MEndS)(وأن Rمودولًا فوق حمقة Mليكن R:عندئذ الشروط الآتية متكافئة . 

 شبو منتظمة. Sالحمقة – 1
Sfإسقاطي مباشر وأنو لأجل كل عنصر مغاير لمصفر Mالمودول - 2  فإن)( fmI  يحوي حداً مباشراً مغايراً لمصفر

 .Mوللممود
Sfإسقاطي مباشر وأنو لأجل كل عنصر Mالمودول - 3  1بحيثf 1(فإن( fmI   يحوي حداً مباشراً مغايراً لمصفر

 .Mلممودول
 البرهــان.

(1)(2لنفرض أن الحمقة .)S شبو منتظمة وليكنSf عندئذ يوجد عنصر مغاير لمصفر ،عنصراً مغايراً لمصفرSg 
gfggبحيث  ومنو فإنSfg  التالي فإن عنصر جامد مغاير لمصفر وب)( fgmI حد مباشر مغاير لمصفر لممودولM 
)()(وأن fmIfgmI . 

KMوأن Mحداً مباشراً لممودول Kإسقاطي مباشر. ليكن Mلنبرىن عمى أن المودول :  تشاكلًا غامراً ولنفرض
KMأن : .التشاكل الإسقاطي الغامر 
 بذلك يتم المطموب. 0عندئذ فإن ،0Kإذا كان -
 Sشبو منتظمة فإنو يوجد عنصر مغاير لمصفر  Sولما كانت الحمقة 0عندئذ ،0Kلنفرض أن -

بحيث لنضع .e فنجد أنSe  1)1(عنصر جامد مغاير لمصفر ولما كان ee   ًنجد أنو أيا
)()1)((فإن Mmكان memem  إن: ،فضلًا عن ذلك 
KmImme  )()()(  

)()(ومنو فإن mme  وبالتاليe ومنو نجد أن  وىذا يبين أن المودولM .إسقاطي مباشر 
(2)(3 لدينا .)حسب الفرض أن المودولM 1إسقاطي مباشر. ليكن f S¹ Sf عندئذ فإن ،خ 1  عنصر مغاير

)1(حسب الفرض فإنو  ،لمصفر fmI   ًيحوي حداً مباشراK  دولمغايراً لمصفر لمموM. 
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(3)(1ليكن .)Sf   عندئذ فإن ،لمصفر اً مغاير  اً عنصرSf 1 11وأن  f  وحسب الفرض
)1)1(()(فإن fmIfmI  ايراً لمصفريحوي حداً مباشراً مغK لممودولM لنفرض أن .KM :  التشاكل

)()(عندئذ ،الإسقاطي الغامر fmIKmI  :ومنو نجد أن 
KmIfmI  )()(  

KMfوىذا يبين أن : تشاكل غامر ولما كان المودولM فإنو يوجد عنصر  اً مباشر  اً إسقاطيSg بحيث gf )( 
ومنو نجد أن gf وبالتالي يكون )( ggfg )()(لنضع .gh  فنجد أنSh  عنصر مغاير لمصفر

hfhhويحقق أن  ومنو نجد أن الحمقةS .شبو منتظمة 
 تعريـف.

يحققان  Mمودولمن ال ,BA مودول إذا كان لأجل أي مودولين جزئيين2Dإنو M. نقول عنRمودولًا فوق حمقة Mليكن
ABMإن / وكانA حد مباشر فيM ينتج أنB حد مباشر في M، [6]. 

 .1-1مبرهنـة 
MEndS)(وأن Rمودولًا فوق حمقة Mليكن R:عندئذ الشروط الآتية متكافئة . 

 إسقاطي مباشر. Mالمودول - 1
 مودول.2Dىو Mالمودول - 2

 البرهـــــان.
(1)(2 لنفرض أن المودو .)لM إسقاطي مباشر وليكنA حداً مباشراً فيM ولنفرض أيضاً أنB مودول جزئي فيM 

ABMويحقق / . 
ABMلنفرض أن /: اثل وأنىو ىذا التمAM : التشاكل الإسقاطي الغامر وأن BMM /:   التشاكل

AMفنجد أن ،القانوني الغامر : ىو تشاكل غامر ولما كان المودولM فإنو يوجد اً مباشر  اً إسقاطيS 
بحيث )(:لنبرىن عمى أن . 

)()(  KerKer  
)()(واضح أن  KerKer ليكن .)(Kerx عندئذMx 0وأن)( x  0ومنو فإن)()( x 

2)()(0وبالتالي فإن  xx ، أي إن)(Kerx :ومنو فإن 
)()(  KerKer  

)()(وىكذا نجد أن  KerKer ولما كان. )( نجد أن )(  وبالتالي فإن
 ))()(( 

))(()(لنبرىن الآن عمى أن  KerKer واضح أن .))(()(  KerKer . 
))((ليكن Kerx، 0عندئذ فإن))()(( x 0ومنو فإن))()()(( x  وبالتالي
2))((0فإن x 0ومنو يكون))(( x ولما كانAx ))((  0نجد أن))(( x  ومنو
))(()(وىكذا نجد أن Kerx)(فإن  KerKer   ومنو فإن)())((  KerKer لنبرىن . 
BKerأن )(. 

))((0عندئذ فإن ،Kery)(ليكن y 0ومنو فإن)( y وأنBBy   ومنو فإنBy،  أي
BKerإن )(ليكن .Bb، عندئذ فإنBBb  0ومنو يكون)(  Bb 0ومنو))(( b  وبالتالي
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KerB)(ومنو Kerb)(فإن  وىكذا فإنBKer )(ولما كان .S))((   عنصر جامد
))((فإن Ker ىو حد مباشر فيM  وبالتالي فإنBKer )( حد مباشر فيM. 
(2)(1لنفرض أن .)K مودولحد مباشر لمM وأنKMf : تشاكل مودولات غامر ولنفرض أيضاً أنKM : 

KfmIfKerMالتشاكل الإسقاطي الغامر. لما كان  )(مودول فإن2Dىو Mوأن  /)()( fKer  حد مباشر
ffgfبحيث Sgمنتظم وبالتالي يوجد fومنو فإن التشاكل Mفي  وىذا يبين أنSfg   عنصر جامد ولما
Kxfgكان )( أياً كانMx  وأن))(1()( xfgxfgx  نجد أن)()( xfgx  ومنو فإنfg  وىكذا

 إسقاطي مباشر. Mفإن المودول
 التعريف الآتي:لنورد 

 تعريف.
يحققان  Mلممودول ,BAمودول إذا كان لأجل أي حدين مباشرين 3Dإنو M. نقول عنRمودولًا فوق حمقة Mليكن
BAMإن  ينتج أنBA حد مباشر فيM، [2]. 

 المبرىنة الآتية: سنعتمد عمىمودولات 3Dالحمقات شبو المنتظمة والـ لدراسة العلاقة بين
 .[5] 5-1مبرهنة 

MEndS)(وأن Rمودولًا فوق حمقة Mليكن R:عندئذ الشرطان الآتيان متكافئان . 
1 - M 3ىوD.مودول 
Sgfلأجل أي عنصرين منتظمين – 2 , يحققان أن)( fgmI حد مباشر فيM فإن)( fgKer حد مباشر فيM. 

 .4-1مبرهنـة 
MEndS)(وأن Rودولًا فوق حمقةم Mليكن R . الحمقةإذا كانتS عندئذ فإن: ،شبو منتظمة 

1 - M 3ىوDمودول وأنو لأجل كل عنصر مغاير لمصفرSf  فإن)( fmI  يحوي حداً مباشراً مغايراً لمصفر
 .Mلممودول

2 - M 3ىوD1مودول وأنو لأجل كل عنصر f S¹ )1(فإن خ fmI  يحوي حداً مباشراً مغايراً لمصفر لممودولM. 
 البرهــان.

Sgfمودول. ليكن 2Dىو  M( فإن2-2( و)1-2عندئذ بحسب المبرىنتين ) ،شبو منتظمة Sلنفرض أن الحمقة - 1 , 
)(بحيثعنصرين منتظمين  fgmI حد مباشر فيM ولما كان:  

)()(/ fgmIfgKerM  
)(نجد أن fgKer حد مباشر فيM ( فإن3-2وبحسب المبرىنة )M 3ىوD .مودول 
Sfليكن  دئذ يوجد عنصر مغاير لمصفرعن ،عنصراً مغايراً لمصفرSg بحيثgfgg  ومنو فإنSfg   عنصر جامد

)(مغاير لمصفر وبالتالي فإن fgmI  حد مباشر مغاير لمصفر لممودولM وأن)()( fmIfgmI . 
Sfمودول. ليكن3Dىو Mأن (1)حسب ا لدين - 2  1بحيثf،  عندئذ فإنSf 1 عنصر مغاير لمصفر، 
)1(فإن (1)حسب و  fmI  يحوي حداً مباشراً مغايراً لمصفرK لممودولM. 
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 ة.ر ـــاشـة المبـودولات الأفقيـالم – 5
 تعريـف.

MEndS)(و Rمودولًا فوق حمقة Mليكن Rنقول عن المودول .M كل حد مباشر إنو أفقي مباشر إذا كان لأجلK 
MKfولأجل كل تشاكل متباين Mلممودول :  يوجد عنصرSg يحقق أنgf، حيثMK :  تشاكل

 .[5] ،الاحتواء القانوني
 . 1-5مبرهنــة 

MEndS)(وأن Rمودولًا فوق حمقة Mليكن R:عندئذ الشروط الآتية متكافئة . 
 شبو منتظمة. Sالحمقة –1
Sfأفقي مباشر وأنو لأجل كل عنصر مغاير لمصفر Mالمودول -2  فإن)( fKer محتوى في حد مباشرMK  

 .Mلممودول
1أفقي مباشر وأنو لأجل كل عنصر Mالمودول -3 f S¹ )1(فإن ،خ fKer  محتوى في حد مباشرMK  

 .Mلممودول
 البرهـــان.

(1)(2لنفرض أن الحمقة .)S شبو منتظمة وليكنSf  عندئذ يوجد عنصر مغاير لمصفر ،عنصراً مغايراً لمصفرSg 
gfggبحيث  ومنو فإنSgf  عنصر جامد مغاير لمصفر وبالتالي فإنMgfKer )( حد مباشر لممودولM 
)()(وأن gfKerfKer . 

 أفقي مباشر.  Mأن المودول لنبرىن
MKوأن Mمغايراً لمصفر لممودول حداً مباشراً  Kليكن : ولنفرض أن  تشاكل متباينKM :  التشاكل

 Sgعنصر مغاير لمصفر وبحسب الفرض يوجد عنصر مغاير لمصفر Sالإسقاطي الغامر. عندئذ فإن
gfggبحيث  وبالتالي يكونggg  )()( لنضع . )( ge  فنجد أنSe  عنصر جامد مغاير لمصفر
KmIemIوأن  )()(   وىذا يبين أنKme )( وذلك أياً كانMm، ولما كان)1)1 ee   ًنجد أنو أيا
)()1)((فإن  Mmكان memem   ومنو فإن)()( mme . 
)()()(عندئذ فإن ،Kyليكن ygyeyy  لنضع .g  فنجد أنS  وأن ، 
MKحيث : وىكذا نجد أن المودول المودول ،تشاكل الاحتواء القانونيM .أفقي مباشر 

(2)(3لدينا بحسب الفرض أن المودول .)M أفقي مباشر. ليكنSf  1بحيثf،  عندئذ فإنSf 1  عنصر
)1(وبحسب الفرض فإن ،مغاير لمصفر fKer   محتوى في حد مباشرMK  لممودولM، أي إنKfKer  )1( .

MKلما كان  حد مباشر لممودولM فإنو يوجد فيM مودول جزئي مغاير لمصفرN بحيثNKM  لنفرض .
MNأن : ىو مقصور التشاكلf1 عمىN،  أن التشاكلفنجد لأن ،متباينKfKer  . ولما كان )1(

بحيث Sأفقي مباشر فإنو يوجد Mالمودول  0وأن، حيثMN : نوني. لنفرض تشاكل الاحتواء القا
NMأن : فنجد أن ،التشاكل الإسقاطي الغامرS وأنو أياً كانMm فإن)()( mm    ومنو نجد
)1()()(أن mmf    وبالتالي يكون  )1( f وىكذا نجد أن  ))(1)(( f .

))(1(لنضع fh  ،  فنجد أنSh 1عنصر جامد وأنh، كما أنMhKer )( حد مباشر فيM فضلًا عن .
)1()(إن  ،ذلك hKerfKer . 
(3)(1ليكن .)Sf  عندئذ فإن ،عنصر مغاير لمصفرSf 1 11وأن  f  وحسب الفرض

)1)1(()(فإن fKerfKer  محتوى في حد مباشرMK  لممودولM،  أي إنKfKer )(  ولما
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MKكان  حداً مباشراً لممودولM فإنو يوجد فيM مودولًا جزئياً مغايراً لمصفرN فيM بحيثNKM  لنفرض .
MNfNأن : مقصور التشاكلf  عمىN  فنجد أن التشاكلNf متباين ولما كان المودولM  أفقياً مباشراً فإنو يوجد

بحيث Sعنصر مغاير لمصفر  Nf، حيثMK : اكل الاحتواء القانوني. تش 
KMلنفرض أن : عندئذ أياً كان ،التشاكل الإسقاطي الغامرMm فإنNm )( :ومنو فإن 

)()()( mmmfN   
وبالتالي يكون f ومنو فإن f)( وأن )()( f. 

hfhhعنصر مغاير لمصفر ويحقق أن Shفنجد أن hلنضع  ومنو نجد أن الحمقةS .شبو منتظمة 
 .[2] تعريــف
يحققان  Mمن المودول ,BAمودول إذا كان لأجل أي مودولين جزئيين 2Cإنو M. نقول عنRمودولًا فوق حمقة Mليكن
ABإن  وكانA حد مباشر فيM ينتج أنB حد مباشر فيM. 

 .1-5مبرهنــة 
MEndS)(وأن Rمودولًا فوق حمقة Mليكن R:عندئذ الشروط الآتية متكافئة . 

 أفقي مباشر. Mالمودول - 1
 مودول.2Cىو Mالمودول - 2

 البرهـــان.
 (1)(2لنفرض أن المودول .)M أفقي مباشر وليكنBA, مودولين جزئيين فيM بحيث BA  وأنA  حد مباشر

MAAىو ىذا التماثل وأن BA:ولنفرض أن Mفي : وMBB : عندئذ  ،تشاكمي الاحتواء القانونيين
MABفإن  :  كان المودولىو تشاكل مودولات متباين ولماM فإنو يوجد اً مباشر  اً أفقيS بحيثAB  )(. 

AMلنفرض أن : عندئذ يكون ،التشاكل الإسقاطي الغامر  AB وبالتالي  )(
فإن  2))(( B وىذا يبين أنAmImI  )()( ، :لأن 
)()())(()(  mImImImI B  

إن ،فضلًا عن ذلك ))()(( B وىذا يبين أنSB ))((   عنصر جامد ومنو فإن))(( BmI  حد
 وأن: Mمباشر في

BAMmI BBB  ))(())()(())((  
 .Mحد مباشر في Bومنو فإن

(2)(1لنفرض أن .)K حد مباشر لممودولM وأنMK : عندئذ فإن ،تشاكل مودولات متباين)(: KK   
KK)(أي إن ،تماثل  ولما كانM 2ىوCمودول وأنK حد مباشر لممودولM نجد أن)(K  حد مباشر

NKMومنو فإن Mلممودول  )( لنفرض أن .)(: KM   عندئذ  ،التشاكل الإسقاطي الغامر
)()(فإن KM   :ومنو نجد أن 
))(())(()( KMM   

)()()(فإن Kkولما كان لأجل كل MKk   نجد أن)())(( kk   وىذا يبين لنا أن   ولما
:)(كان KK   تماثل نجد أن 1 حيثMK : تشاكل الاحتواء القانوني. لنفرض أن 1f 

Sfفنجد أن  وأن f وىذا يبين أن المودولM اشر.أفقي مب 
 لنورد الآن التعريف الآتي:
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 تعريـف.
حققان ي Mلممودول ,BAمودول إذا كان لأجل أي حدين مباشرين 3Cإنو M. نقول عنRمودولًا فوق حمقة Mليكن
 .M، [5]حد مباشر في BAينتج أن 0BAإن

 المبرىنة الآتية: سنعتمد عمىمودولات 3Cلدراسة العلاقة بين الحمقات شبو المنتظمة والـ

 . [5] 5-5مبرهنة 
MEndS)(وأن Rلًا فوق حمقةمودو  Mليكن R. :الشرطان الآتيان متكافئان 

1 - M 3ىوC.مودول 
Sgfلأجل أي عنصرين منتظمين – 2 , يحققان إن)( fgKer حد مباشر فيM  ينتج أن)( fgmI حد مباشر فيM. 

 . 4-5مبرهنــة 
MEndS)(وأن Rمودولًا فوق حمقة Mليكن R . الحمقةإذا كانتS عندئذ فإن: ،شبو منتظمة 

1 - M 3ىوCمودول وأنو لأجل كل عنصر مغاير لمصفرSf  فإن)( fmI  يحوي حداً مباشراً مغايراً لمصفر
 .Mلممودول

2 - M 3ىوC1ول وأنو لأجل كل عنصرمود f S¹ )1(فإن خ fmI  يحوي حداً مباشراً مغايراً لمصفر لممودولM. 
 البرهـان.

Sgfمودول. ليكن 2Cىو  M( فإن2-3( و)1-3عندئذ بحسب المبرىنتين ) ،شبو منتظمة Sلنفرض أن الحمقة - 1 , 
)(بحيثعنصرين منتظمين  fgKer حد مباشر فيM، عندئذ يوجد مودول جزئيD فيM يحقق أن 

DfgKerM   جد أن:ومنو ن )(
)()(/ fgmIfgKerMD  

)(مودول نجد أن2Cىو Mولما كان fgmI حد مباشر فيM ( فإن3-3وبحسب المبرىنة )M 3ىوC.مودول 
Sfليكن  عندئذ يوجد عنصر مغاير لمصفر ،عنصراً مغايراً لمصفرSg بحيثgfgg  ومنو فإنSfg   عنصر جامد

)(مغاير لمصفر وبالتالي فإن fgmI  حد مباشر مغاير لمصفر لممودولM  أنو)()( fmIfgmI . 
Sfمودول. ليكن3Cىو Mأن (1)حسب لدينا  - 2  1بحيثf، عندئذ فإنSf 1 عنصر مغاير لمصفر، 
)1(فإن (1)حسب و  fmI   ًمباشراً مغايراً لمصفر لممودول يحوي حداM. 
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2 - M 2ىوDمودول وأنو لأجل كل عنصر مغاير لمصفرSf  فإن)( fmI  يحوي حداً مباشراً مغايراً لمصفر

 .Mلممودول
3 - M 2ىوCير لمصفرمودول وأنو لأجل كل عنصر مغاSf  فإن)( fKer محتوى في حد مباشرMK  

 .Mلممودول
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