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 من المودولات خاصة   عمى أنواع   منتهية   زمرة   تمثيل  

 
 2عبد المَّطيف هنانود. ، 1رغده عز الدِّين

 جامعة دمشق -كمية العموم -قسم الرياضيات  .1
 باحث في الطاقة الذرية. 2
 

 :صالممخَّ 
لمودول يعدُّ اً عمى أنَّ ااعتماد .لتمثيل زمرة منتيية جديداً  تعريفاً  ه الورقة العمميةفي ىذ نقدِّم

فنا تمثيل زمرة منتيية  تعميماً لمفضاء الشعاعي، بدوره يعد ، الَّذي   عمى مودول   عرَّ
وقد تم التوصل إلى خواص  ،يوم تمثيل زمرة عمى فضاءٍ شعاعي منتيي البعدفتعميماً لم

كل من أنَّ  وجدنا   ،عمى مودول    منتيية لزمرة  كل تمثيل  التمثيل فلأجلعديدة ليذا 
أنَّ كل  وأثبتنا ، جزئيان من   يشكلان تمثيلان لمزمرة           و أساس المودول

تماماً يكون تمثيل خزول تماماً، وأنَّ كل تمثيل خزول تماماً  خزولٍ  تمثيل جزئي من تمثيلٍ 
 مباشرٍ  مجموعٍ  غري( يكتب عمى شكل  صآرتيني) يحقق الشرط الأ فاً عمى مودولٍ معرَّ 

خاصتي مدى تأثير خواص المودول عمى بحثنا في  منو.  جزئيةٍ  خزولةٍ  ر  غي لتمثيلاتٍ 
سنا ىذا التمثيل عمى ر ف عميو. بناءً عمى ذلك دمثيل المعرَّ متَّ ل ة التَّامةة والخزوليَّ الخزوليَّ 
  التي يحققيا. وتمكَّنا من إثبات عددٍ من الخصائص   ،الخاصة المودولاتبعض 
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Abstract 

In this paper we introduced a new definition of a representation of finite 

group. Depending on that a module is a generalization of vector space, we 

defined a rep. of finite group G on a module   . Which, in turn, prepares a 

generalization of the concept of representation on finite vector space. Many 

properties of this rep. are optained. We proved that for every rep.   of a 

finite group   on a module   , each of the radical and         of   is a 

subrepresentation of   , every subrepresentation of a completely reducible 

is also completely reducible, and every completely reducible representation 

on Artinian module is a direct sum of irreducible subreps of it.  

We research in the extent of the effect of properties of the module on the 

reducibility and the complete reducibility of the rep on it, so we study it on 

special modules, and We proved many of its properties. 
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 :تعاريف ومبرهنات أساسية في المودول .1

ف عمى الحمقة  مينيمودول ي   حمقة واحدية،   خلال ىذه الدراسة  حمقة الاندومورفزمات لممودول    ، معرَّ
 .  مودولًا جزئياً من   أي     ،   

فا عمى الحمقة    . ليكن (EL-Bast et al., 1998,p.755) فيتعر  1.1. ضربي إذا   ، يُقال أن المودول  مودولًا معرَّ
 .    يحقق   في الحمقة   منو، مثالي   وجد لأجل كل مودول جزئي 

بأساس   تقاطع جميع المودولات الجزئية الأعظمية في  ىسميُ مودولًا.    . ليكن (Anderson,1992,p.120) فتعري 1.2.
 .    ز لو بـ رمَّ يُ و   المودول 

 .       نَّ أصطمح عمى يُ  ،وي مودولات جزئية أعظميةتلايح   ملاحظة: في حال كون المودول 
       ن . ليك(F.Kasch,1982,p.214)ة تمييدي1.3.

(    )  تشاكل مودولي. عندئذٍ            
إذا كان لا يحوي عمى بسيط )أصغري(   مودولًا. يقال أن المودول     . ليكن (Anderson,1992,p.116)ف تعري1.4.

 فيو.  1مودول جزئي فعمي
لمودولات الجزئية البسيطة )الأصغرية( تشكل أنَّ مجموع ا يُقال مودولًا.   ليكن . (Anderson,1992,p.118) فيتعر 1.5.

 .      ويرمّز لو  ،         يدعى  مودولًا جزئياً من 
حيث .  من   كل مودول جزئي مودولًا منتيي التوليد. عندئذٍ      ليكن  (F.Kasch,1982,p.28)ة تمييدي 1.6.

 .  محتوى في مودول جزئي أعظمي في     

فاً عمى الحمقة ودو م    ليكن  (F.Kasch,1982,p.28) تمييدية 1.7.  . إنَّ القضايا الآتية متكافئة:  لًا معرَّ
 يكتب عمى شكل مجموع لمودولات جزئية بسيطة فيو.   من  كل مودول جزئي -1

 يكتب عمى شكل مجموع مباشر لمودولات جزئية بسيطة فيو.    المودول   -2

 يشكل حد مباشر.   كل مودول جزئي في  -3

إذا و فقط إذا حقق الشروط المتكافئة الواردة في  نصف بسيط    يدعى المودول   (F.Kasch,1982,p.191 ) تعريف 1.8.
 التمييدية السابقة. 

Γ:   مجموعة جميع المودولات الجزئية البسيطة في  Γولتكن  اً مودولًا نصف بسيط   ليكن  . {   بسيط       } 
 عندئذٍ 

2
 مجموعة صفوف التكافؤ)صفوف التماثل(. ومنو:   {       }، ولتكن Γتكافؤ عمى تشكل علاقة  

  
      

 .       و          لأجل     
∑     المودول الجزئي  .(F.Kasch,1982,p.193) تعريف 1.9.      

يدعى مودولًا     من المودول نصف البسيط  
 .  ئياً )عنصراً( متجانساً فيجز 

 . متماثمةٍ  بسيطةٍ  جزئيةٍ  لمودولاتٍ  مباشرٍ  مجموعٍ  عمى شكل   ب  ت  نصف بسيط متجانس إذا كُ    يقال إن المودول  ومنو
  غير متماثمة. بسيطةٍ  جزئيةٍ ٍٍ  لمودولات رٍ مباش مجموعٍ  عمى شكل   ب  ت  يكون المودول نصف بسيط غير متجانس إذا كُ وبالتَّالي  

. عندئذٍ   مودولًا جزئياً متجانساً في   ، وليكن اً نصف بسيط مودولاً    ليكن  (F.Kasch,1982,p.194 ).مبرىنة 1.10.
 يتحقق:

          فإنَّ  ،  مودولًا بسيطاً جزئياً في    إذا كان -1

0-    ⨁      . 

                                                           
1
  .   و      إذا كان   من    مودول جزئي فعمي   يقال أن  
2
      Γ               تماثل   
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 :   عمى فضاء شعاعي  تمثيل زمرة منتيية . 0
،  فضاءاً شعاعياً منتيي البعد عمى حقل       زمرة، وليكن        . لتكن (R.Keown,1975,p.67) تعريف 1.1

 بأنَّو تشاكل زمري:  عمى الفضاء  يُعرَّف تمثيل زمرة منتيية 
          

ℊ   ℊ      
ℊ  معرفة العناصر ىو مؤثر خطي، يكفي لتعيينو ℊحيث  ( 𝒾)𝒾       

     𝒾(𝒾 ) حيث  
 .   قاعدة في 

 ى الفضاء الشعاعي. متمك الزمرة ع رعمى فضاء شعاعي ما ىو إلا تأثي تمثيل زمرةٍ  أي يمكننا القول إنَّ 
فضاءاً    ، وليكن عمى الفضاء   لمزمرة  تمثيلاً            .ليكن (Benjamin,2011,p.15) تعريف 1.1

ℊ  : ، إذا تحقق جزئي في فضاء  - ، ىو   ، يقال أنَّ  جزئيا في          ℊ        

. 
   ل ي، يقال إنَّ التمث عمى الفضاء   لمزمرة  تمثيلاً           . ليكن ((Benjamin,2011,p.17 تعريف 1.2

لا يقال    ،  خزول إذا وجد في   )أي الأولىكل تمثيل من الدرجة  أنَّ  لاحظغير خزول. ي   إنفضاء جزئي فعمي، وا 
  .ىو تمثيل غير خزول (         

خزول   ، يقال أنَّ التَّمثيل عمى الفضاء   تمثيلا  لمزمرة           . ليكن (Victor,1999,p.111) تعريف 1.3
يتضح من ذلك، إذا .  ⨁   بحيث يكون   فضاء جزئي  -  ،   مثل   فضاءٍ جزئي من - تماماً، إذا وجد لأجل كلِّ 

 ، فيو خزول تماماً.  ى فضاءٍ شعاعي عم  تمثيلًا خزولًا لمزمرة   كان 

 :  عمى مودول   تمثيل زمرة منتيية . 3
   تؤثر عمى المودول، وبالتالي يمكننا تعربف تمثيل الزمرة   بما أنَّ المودول يعتبر تعميماً لمفضاء الشعاعي، فإننا سنعتبر الزمرة 

 .   عمى مودول ما 

 بأنو تشاكل زمري:.  عمى مودول ما  تعريف. نعرِّف تمثيل الزمرة  .3.1
 

            
ℊ   ℊ       

 .  في زمرة التماثلات لـ   تماثل مودولي، أي تم بناء تمثيل زمرة  ℊ حيث 

ىو   أنَّ ، نقول   مودولًا جزئياً في     ، وليكن  عمى المودول   تمثيلًا لمزمرة             تعريف. ليكن . 3.0
  إذا تحقق  مودول جزئي في  - 

         ℊ                ℊ         ℊ   

 .   ي يدعى التمثيل الجزئ  انطلاقاً من التمثيل    في ىذه الحالة يمكن بناء تمثيل لمزمرة 
 .  دلًا منب    ، والتمثيل الجزئي بدلًا من قولنا التمثيل  يمكن القول التمثيل  تنويو:
  مودول من  - ىو   ، عندئذٍ الشرط الَّلازم والكافي ليكون  مودولًا جزئياً من   مودولًا. وليكن    مبرىنة. ليكن . 3.3   

ℊ وذلك أياً كان       ℊ أن يتحقق         . 
 لأجل كل      ℊ مودول أي  - ىو   لزوم الشرط. لنفرض أن  الاثبات

  ℊ ℊ. وبما أنَّ        
ℊإذاً           

 .     ℊومنو     ℊ   وبالتالي         
 كفاية الشرط . واضح 

 مودولًا. عندئذٍ:    مبرىنة. ليكن . 3.4
 .  مودولين جزئيين من  - يشكلان       و       . فإنَّ كل من  مودولين جزئيين من  - ،  و   إذا كان  -1
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مودول  - ىو   ، و  مودول جزئي من  - ىو  ، عندئذٍ إذا كان    حيث   مودولين جزئيين من    و  إذا كان   -0
 .  مودول جزئي من  - يكون   ، فإنَّ  جزئي من 

 الاثبات. 
ℊ وذلك أياً كان         ℊ       ℊ     ℊ إنَّ  -1 مودولين  - يشكلان   و   كون كل من         

 . ليكن مودول من  - ىو     . لنبرىن أنَّ  مودول من  - ىو     إذاً .  من 
ℊ ومنو لأجل كل     و     إذاً              ℊ ومنو       ℊ و       ℊ يتحقق         

 .          ℊ ًٍ  إذا  

ℊ لأجل كل       ℊ فإنَّ   مودول من  - ىو   بما أنَّ  -0 عندئذٍ   مودول من  - ىو   . وبما أن        
 ℊ       لأجل كل ℊ         . 

ℊ ليكن        ℊ ىو تشاكل متباين وبما أنَّ       |ℊ  ووالذي سوف نرمِّز ل  عمى  ℊ ، عندئذٍ مقصور        
وذلك لأجل كل       ℊ|      ℊ وىذا يبين أنَّ          |ℊ ، أي  ىو تماثل لممودول       |ℊ نجد أنَّ 

 ℊ  . مودول من - ىو   أي أنَّ         
-    إنَّو خزول إذا وجد في   ، نقول عن التمثيل   عمى المودول   تمثيلًا لمزمرة             تعريف. ليكن . 3.5

خزول. بتعبير آخر، التمثيل غير الخزول ىو التمثيل الذي لا يحتوي غير    مودولًا جزئياً فعمياً. وفي غير ذلك نقول إنَّ التَّمثيل
 تمثيلًا جزئياً منو.

 يُلاحظ أنَّ التمثيل المعرَّف عمى مودول بسيط ىو تمثيل غير خزول.

ب عمى و قابل لمتحميل إذا كتإنَّ   نقول عن التمثيل ،  عمى المودول   تمثيلًا لمزمرة             ليكن  تعريف.. 3.6 
 مودولين جزئيين منو.  - رٍ لـ مباش شكل مجموعٍ 

لأجل كل كان خزول تماماً إذا   التَّمثيل  إنَّ  ، نقول  عمى المودول   تمثيلًا لمزمرة             تعريف. ليكن . 3.7
 .  ⨁   بحيث يكون   مودول جزئي  -   ، يوجد مثل     مودول جزئي من- 

خزول ىو    عمى مودول    ثيل زمرة عمى فضاءٍ شعاعي، ليس بالضرورة أن يكون كل تمثيل لزمرة وعمى خلاف مفيوم تم
اء شعاعي ومفيوم تمثيل زمرة عمى ضتمثيل خزول تماماً، وىذا يعتبر أحد أىم الفوارق الأساسية بين مفيوم تمثيل زمرة عمى ف

    ول ، وليكن المود        لتكن  . مثالًا عمى ذلك:  مودول
 عندئذٍ التشاكل الزمري: ⁄  

 
        (   ⁄ ) 

 

ℊ   ℊ 
 

  ⁄   
  ⁄  

 

  ℊ       ℊ        
 عمى المودول    تمثيلًا لمزمرة 

  ⁄    خزول لأنَّ    ، نلاحظ التمثيل  
ليس   ، لكن  مودول جزئي في  - ىو  ⁄  

 خزول تماماً.
  .المودول في الخاصة الجزئية  المودولات بعض عمى بناءً  خاصة جزئية تمثيلاتنموذجية ل أمثمة نعطي يمي فيما
من   يشكل تمثيلًا جزئياً لمزمرة      ، عندئذ   عمى مودول    تمثيلًا لمزمرة              مبرىنة. ليكن . 3.8

 .   التمثيل
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 نجد              ، وكون     ( لأجل (1.3المبرىنة  بتطبيق الاثبات.
ℊ ℊ  و   (    )ℊ    و ذلك أياً  كان         ومنو يمكن بناء تمثيل ،  مودول جزئي من  - ىو      . إذاً       

 .  انطلاقا من التمثيل      عمى   لمزمرة 
من   اً لمزمرة يشكل تمثيلًا جزئي        ، عندئذ   عمى مودول    تمثيلًا لمزمرة             مبرىنة. ليكن  3.9

  .  التمثيل
∑       ليكن الاثبات.   𝒾𝒾   حيث ، 𝒾 في  )بسيط( مودول جزئي أصغري  ، ℊ     ℊ(      )  

 ℊ ∑  𝒾𝒾    ∑  ℊ  𝒾 𝒾  ،   بحيث   مودول جزئي من    وليكن   ℊ     ٍفإنَّ  ، عندئذ ℊ
       𝒾،  َّوبما أن

 𝒾  بسيط، إذاً إما  ℊ
       𝒾    أو ℊ

       . 
ℊ إذا كان   -

       𝒾  َّفإن   ℊ  𝒾  
ذا كان   - ℊوا 

 .    فإنَّ        

(      )ℊ  و. ومن        ℊ  𝒾 أي . بسيط في   ℊ  𝒾ومنو   ∑ ℊ  𝒾            ىو        ومنو
 . جزئي من التمثيل   . فيو تمثيل لمزمرة  مودول جزئي من  - 

   مودول جزئي في  - ، عندئذٍ كل   عمى مودولٍ   تمثيلًا خزولًا تماماً لمزمرة            مبرىنة. ليكن . 3.12
  يكون خزول تماماً.

مودول  - ، ولنبرىن عمى وجود    من مودول جزئي  - ىو    ن، وليك  مودول جزئي في  - ىو    الاثبات. ليكن 
 حسب  مودول جزئي من  - فيو    مودول جزئي من  - ىو    . بما أنَّ   ⨁     نحيث يكو ب  مثل    جزئي من 

.       لنأخذ  خزول تماماً.  ، كون ⨁     يثبح   من   ، جزئي مودول - ، وبالتالي يوجد (3.4) المبرىنة
 .  ⨁    ، كما أنَّ (3.4حسب )   مودول من  - ىو   فنجد أنَّ 

 أي يمكن القول أن كل تمثيل جزئي من تمثيل خزول تماماً ىو خزول تماماً. 
ذٍ أرتيني )يحقق الشرط الأصغري(، عندئ   عمى مودولٍ   تمثيلًا خزولًا تماماً لمزمرة            مبرىنة. ليكن  .3.11  
 .  مودولاتٍ غير خزولةٍ جزئيةٍ من - مجموع مباشر لـ  يكتب عمى شكل    

 دخزول تماماً إذاً يوج  ، كون مودول جزئي من  - ىو   الاثبات. ليكن 

 ، نميز الحالات الآتية: ⨁   حيث:   من    مودول جزئي -   
 يتم المطموب. ،غير خزولين   و    -1

خزول تماماً،   ( نجد 3.12و بتطبيق المبرىنة )  مودول جزئي مثل  - ،  وجد في . عندئذٍ يخزول   غير خزول، و    -0
غير  ̀ و  إذا كان كل من  ، ويتم المطموب  ⨁ ⨁   ، عندئذٍ   ⨁   حيث    مودول جزئي - ،  أي يوجد في 

مودولين جزئيين، نتابع عمى ىذا النحو،  - لـ  مجموع مباشرخزولين تماماً وكل منيما يكتب عمى شكل    و   إلا فإنَّ  و .خزول
         𝒾 ، حيث        ⨁         د) يحقق الشرط الأصغري(، نج آرتيني  وبعد عدد منتوٍ من الخطوات، كون 

        ⨁       . ومنو غير خزول جزئي من مودول  - يشكل 
 . 0كما ورد في   و   ل من خزولين. تناقش خزولية ك  و   .  -3

معرّف عمييا يكون تمثيل خزول، ومودولات   ، أي تمثيل لمزمرة التي لأجميا يتحقق فيما يمي نورد دراسة لبعض المودولات الخاصة
يكفي ليكون أي تمثيل معرَّف عمييا ىو تمثيل خزول أن تكون مودولات ليست بسيطة، فيي  تحقق أي  مودول جزئي منيا يشكل 

 ف عمييا. انطلاقاً من التمثيل المعرَّ    يلًا جزئياً لمزمرة تمث
فالتمثيل         ، عندئذٍ إذا كان منتيي التوليد     عمى مودولٍ   تمثيلًا لمزمرة            مبرىنة. ليكن . 3.10 
 يكون خزول.  
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،       دولًا جزئياً أعظمياً واحداً عمى الأقل، أي مو    يوجد في   (1.6)منتيي التوليد، حسب التمييدية   الإثبات: بما أن 
 خزول.   إنَّ ، ف  مودول فعمي في  –  ىو      إذاً 
ℊ و      . إذا وجد لأجل كل عنصر       عمى مودولٍ   تمثيلًا لمزمرة             مبرىنة. ليكن 3.13   

 . اً ليس بسيط   خزول إذا وفقط اذا كان   ل ، عندئذٍ التمثي      ℊ يحقق     ، عنصر       
ℊ و    ، إذاً لأجل كل عنصر  مودولًا جزئياً فعمياً في     . ليكنباتلإثا بحيث يكون     يوجد   ،       

 ℊ       
 خزول.  ، إذاً   مودول جزئي فعمي في  - ىو  ، ومنو      ℊ       أي

، عندئذٍ القضايا الأثية مودول ضربي   . حيث   عمى مودولٍ   تمثيلًا لمزمرة            مبرىنة. ليكن . 3.14
 صحيحة:

 مودول جزئي. –  يكون    كل مودول جزئي من -1

 .خزول   يكون ، عندئذٍ التمثيل اً ليس بسيط  إذا كان  -0

 الإثبات. 

     ℊ     ℊ      ℊ ن ، فيكو      يحقق  في    ، عندئذٍ يوجد مثالي  مودولًا جزئياً من   ليكن  -1

 .  مودول جزئي في - ىو   . أي     

 خزول.  ، إذاً   مودول جزئي فعمي في   -   ىو ( 1، إذاً حسب )   و      مودولًا جزئياً فعمياً حيث   ليكن  -2

ℊ ، وليكن  مودولًا معرَّفاً عمى الحمقة    ليكن  ℊ  . من   المودول الجزئي و .        
       {     ℊ    

ℊ  ، يلاحظ{  ( ℊ
     ) ℊ يتحقق      ولأجل المودولين الجزئيين  ،   

       ℊ
  . لأجل أي عدد حقيقي      

ℊ  سنرمز 
ℊبالرمز         

ℊ . حيث     
     {      ℊ

           مبرىنة. ليكن  . 3.15. {      
 ، عندئذٍ القضايا الآتية محققة:1مرتَّب كميَّا و يآرتينمودول    . حيث   عمى مودولٍ    لمزمرة تمثيلاً 

 مودول جزئي. - يكون   كل مودول جزئي من  -1

 يكون خزول  ، التمثيل اً ليس بسيط   إذا كان  -0

 الاثبات. 
مودول جزئي فعمي يحقق   رض جدلًا أنَّ لنفيتم المطموب.     أو     . إذا كان  مودول جزئي في   ليكن  -1

 ℊ       لأجل كلℊ ℊ     ℊ   عندئذٍ     ℊ   ي، بالتال  
ℊ ، إذا كان        

عندئذٍ           
 ℊ     ℊ ( ℊ

     ) ℊ    ، وىذا يناقض الفرض إذاً    
    وبالتالي تتكون لدينا السمسمة المتناقصة          

 ℊ
       ℊ

ℊ يحقق    ، وبالتالي يوجد عدد موجب   
       ℊ

ℊ ، ، وبما أن          
تماثل فينتج لدينا        

 ℊ     ℊ
   ( ℊ

     )   ℊ
   ( ℊ

         )  مودول.  - ىو   ، وىذا يناقض الفرض إذاً   
 خزول.  ، إذاً  مودول فعمي في  - يكون   (، 1، حسب )  بحوي عمى مودول فعمي جزئي وليكن    ،اً ليس بسيط   بما أن  -0

.             إذا كان  ،         عمى مودولٍ   تمثيلًا لمزمرة            . ليكن مبرىنة .3.16
 .  مودول من  - يكون    عندئذٍ المودول 

πمودول.  ليكن  - ىو    ولنثبت أنَّ                لنفرض أنَّ  الإثبات
 
الإسقاط القانوني وليكن        

𝒾
 
ℊ الإحتواء القانوني وليكن         عندئذٍ        

                                                           
1
 .   أو     : إما   و   مرتب كلياً أي لأجل أي مودولين جزئيين منه     
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  ℊ     π ( ℊ    )  π  ℊ(𝒾    )  π ( ℊ    ) وذلك       
πلأنَّ 

 
 ℊ(𝒾    )  .   منمودول  جزئي  - ىو    ومنو  ،             

لنبين  رابعتعد المودولات نصف البسيطة واحداً من أىم أنواع المودولات، نظراً لمخواص الميمة الّتي تحققيا.  لذلك خصصنا البند ال
فة عمييا، زد عمى ذلك الخزوليَّ ة  الة وعدم خزوليَّ مدى تأثير ىذا النوع من المودولات عمى خزوليَّ  ة التَّامة نظراً لكونيا تمثيلات المعرَّ

 تحقق كل مودول جزئي فييا ىو حد مباشر.
 :مودول نصف بسيط مىع  تمثيل زمرة منتيية . 4

 . مودول نصف بسيط منتيي   خلال ىذه الدراسة 
 عندئذٍ القضايا الآتية صحيحة: .  عمى مودولٍ   تمثيلًا لمزمرة            مبرىنة. ليكن 4.1 

 غير خزول.  نصف بسيط متجانس. عندئذٍ التَّمثيل   إذا كان  -1

 خزول.   نصف بسيط غير متجانس. عندئذٍ التَّمثيل    إذا كان  -0
 :الإثبات

𝒾 ، حيث 𝒾   𝒾    مودول نصف بسيط متجانس. عندئذٍ    ليكن   -1   ،  . ليكن    𝒾لأجل كل     
          𝒾   ٍأو         و إما             أو         إما   عندئذ       𝒾 كون كل من ، 𝒾  و   

. وبما         و          عندما     ، أو 𝒾       و          تماثل عندما     مودولات بسيطة. إذاً إما 
( 𝒾    )    ومنو       ذاً متجانس إ   أنَّ  ℊ𝒾       (    𝒾 )   ليكن .   ℊ    ، ومنو            
إنّ     من    . وبالحالة العامة لأجل أي مودول جزئي  مودول من  –  ليس   المودول  ، إذاً ℊ      𝒾  أي 

   ⨁ ⨁  𝒾  𝒾
⨁ ⨁ 𝒾   𝒾    ومنو    𝒾  𝒾

𝒾   𝒾      حيث      ⨁  𝒾𝒾   ، أنَّ  يُلاحظ
      ⨁  𝒾  𝒾

 غير خزول.  مودول، ومنو التمثيل - ليس   أي     
𝒾 ، حيث  𝒾   𝒾     غير متجانس. عندئذٍ   اً نصف بسيط مودولاً    ليكن  -0   . ليكن    𝒾لأجل كل     

،       ( 𝒾   ) نصف بسيط غير متجانس، إذاً   . وكون    تماثل أو   إذاً إما    .
)   ومنو 𝒾     )  خزول.  التمثيل إذاً   مودول من -  𝒾 المودول يكون ( 3.16). إذاً حسب المبرىنة   

 خزول تماماً.يكون   عندئذٍ التمثيل  اً نصف بسيط   عمى مودولٍ   لمزمرة تمثيلًا            مبرىنة. ليكن  4.0 
  . لنميز الحالات الآتية: مودولات بسيطة جزئية في  𝒾 ، حيث 𝒾   𝒾    البرىان. ليكن 

ر خزول حسب غي يكون نصف بسيط متجانس. إذاً   متماثمة مثنى مثنى، عندئذٍ المودول 𝒾 إذا كانت المودولات  -1
 .      حيث  خزول تماماً    (، ومنو التمثيل 4.1المبرىنة )

يكون نصف بسيط غير متجانس، عندئذٍ حسب   غير متماثمة مثنى مثنى، عندئذٍ المودول  𝒾 إذا كانت المودولات   -0
يكتب بالشكل    𝒾 ومتمم  اشر،مودول ىو حد مب - مودول. إذاً كل  - ىو  𝒾 خزول وكل مودول   ( التمثيل 4.1المبرىنة )

   𝒾  خزول تماماً.  إذاً مودولات(  - مودول )لأنو مجموع لـ  - وىو     

بالشكل   يمكن كتابة ( 1.12حسب المبرىنة )ليست جميعيا متماثمة مثنى مثنى، عندئذٍ   𝒾 إذا كانت المودولات   -3
  ⨁    𝒾     حيث ،     

 𝒾إذاً  ،متماثمة مثنى مثنى     جل، لأ 𝒾 وكل  مودولات غير متماثمة جزئية من .
 خزول تماماً.  (. إذاً 3.16مودول حسب المبرىنة ) - يكون  𝒾 مودول 

  : نلاحظ أنَّ المودول مثال
 

  
⨁

 

  
⨁

 

  
غير خزول ن معرَّف عميو يكو    وأي تمثيل ىو مودول نصف بسيط متجانس  

)   حيث 
 

  
 
 

  
)     ، و   

 

  
⨁

 

  
 
 

  
     . والمودول   

 

  
 

 

  
 ⨁

 

  
 غير متجانس مودول نصف بسيط  

)فيو 
 

  
 

 

  
)   . حيث  مودول جزئي في  - ىو   ⨁(

 

  
 

 

  
 
 

  
)  خزول    معرَّف عمى  أي تمثيل  إذاً    
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