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 حلقة برفير والحلقة الحسابية

 

 

 **الراشد شوقيد.  *عمر عيطهمحمد 
 

 ملخصال
الشروط الواجب تطبيقها حتى  تووضعحلقة برفير لدراسة  ترضع  في هذه الورقة العلمية 

وكنتيجة عن هذه ( 1.3) المبرهنةبواسطة وذلك  ،تكون حلقة الخارج لها هي حلقة حسابية
 حلقة الخارج لها هي حلقة حسابية. منطقة برفير عندئذ   𝑅 المبرهنة إذا كانت

 نةالمبره بواسطةوذلك  ،مختزلةللحلقة الحسابية في حال كانت  ع توصيف جديدوض أنه كما
لحلقات نوثرية كل منها  منته   وكتابة الحلقة النوثرية كجداء ديكارتي (7.3)والنتيجة ( 4.3)

وهو  ،(8.3) المبرهنةبواسطة وذلك  ،يحوي مثالي أولي أصغري وحيد ضمن شروط معينة
رتينية محلية، ومن ثم كتابة آلحلقات  منته   رتينية تكتب كجداء ديكارتيتعميم لكون الحلقة الآ

ونوثرية كل منها يحوي مثالي لحلقات حسابية منته الحلقة الحسابية والنوثرية كجداء ديكارتي 
نها أحلقة ما اختبار وإيجاد معيار يساعدنا في  (11.3) كما في النتيجةأولي أصغري وحيد 

 .(5.3) ليست حلقة حسابية كما في النتيجة
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Abstract 

In this paper, it was presented a study of Prüfer ring and what conditions 

should be applied for the quotient ring to be an Arithmetical ring through the 

theorem (1.3), as a result of this theorem if 𝑅 is Prüfer domain, then the 

quotient ring is an Arithmetical ring. 

New descriptions of Arithmetical ring in case it was reduced have also 

developed through the theorem (4.3) and result (7.3) and a Noetherian ring is 

a finite direct product of Noetherian rings each of them contains a unique 

minimal prime ideal within certain conditions through the theorem (8.3), it is 

a generalization that an Artin ring is a finite direct product of Artin local rings 

and then an Arithmetical Noetherian ring is a finite direct product of 

Arithmetical Noetherian rings each of them contains a unique minimal prime 

ideal as in the result (11.3). 

Finding a criterion helps us to test a ring is not an Arithmetical ring as the 

result (5.3). 
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 :مقدمة
، وهو تعميم لمفهوم مناطق 1932عام  𝑃𝑟𝑢̈𝑓𝑒𝑟إن أول ظهور لمنطقة برفير يعود للعالم 

أول شرط لمنطقة وضع وقد ، ير هي منطقة ديدكند وليست نوثريةن منطقة برف؛ إذ إديدكند
لحلقة ل اتعريف   ، والذي يعد𝐹𝑢𝑐ℎ𝑠 [3] العالم ف في الحلقات العامة من قبلر المعبرفير 

 .1949الحسابية وذلك عام 
الحلقات ذات بعد شامل ضعيف  :منهافي الحلقات العامة برفير  لمناطق وهناك شروط أ خرى 

برفير بشكل وحلقات  ،والحلقات الغاوسية ،والحلقات نصف الوراثية ،أصغر أو يساوي الواحد
 وهي التي يطلق عليها اسم حلقة ،كما تم تعميم فكرة منطقة برفير في أوسع معانيها محلي،

 .[7] 1970عام  𝐺𝑟𝑖𝑓𝑓𝑖𝑛برفير من قبل 
 :السؤال التالي إجابة في عرضدراسة الحلقات التبديلية  مثل هذه الحلقات في وتكمن أهمية

بواسطتها محققة لأجل المناطق التكاملية ما أفضل الطرق التي يمكن  𝑋الخاصة إذا كانت 
 لأجل حلقات تحوي قواسم للصفر. 𝑋تمديد الخاصة 

 المقصود إن وبناء  على ذلك ،إن الدراسة في هذا البحث هي دراسة الحلقات الواحدية التبديلية
 احة .في الحلقة هو الحلقة الواحدية التبديلية ما لم يذكر خلاف ذلك صر 

 :في الجبر أساسية تعاريف ومفاهيم .1
𝑥حلقة، وليكن  𝑅: لتكن ([2] ،[1]) تعريف 1.1 ∈ 𝑅  نقول عن𝑥  إنه قاسم للصفر إذا وجد

0 ≠ 𝑦 ∈ 𝑅  بحيث أن𝑥. 𝑦 = 0. 
 قواسم صفرية مغايرة  إذا لم تحو   ،: نقول عن حلقة إنها منطقة تكاملية([2] ،[1]) تعريف2.1 

 .للصفر
𝑥حلقة، وليكن  𝑅: لتكن [9] تعريف 3.1 ∈ 𝑅  نقول عن𝑥 اإذا لم يكن قاسم   ،إنه نظامي 

 .للصفر
حوى إذا  ،ثالي نظاميإنه م 𝐼نقول عن  𝑅مثالي في  𝐼حلقة وليكن  𝑅: لتكن [9] تعريف 4.1

 .على عنصر نظامي
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 .حلقة تبديلية ذات عنصر محايد 𝑅: لتكن([2] ،[1]) تعريف5.1 
𝜙نقول عن المجموعة  - ≠ 𝑆 ⊂ 𝑅   إذا وفقط إذا تحقق: ،اإنها مغلقة ضربي 

∀𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆: 𝑠1. 𝑠2 ∈ 𝑆 ∧ 1 ∈ 𝑆 
 تير الديكا على الجداء ~ولنعرف علاقة التكافؤ 𝑅في  امجموعة مغلقة ضربي   𝑆لتكن  -

(𝑅 × 𝑆) :بالشكل 
∀(𝑟, 𝑠), (𝑟′, 𝑠′) ∈ 𝑅 × 𝑆: (𝑟, 𝑠)~(𝑟′, 𝑠′) ⟺ ∃𝑢 ∈ 𝑆: 𝑢(𝑟𝑠′ − 𝑠𝑟′) = 0  

] ونرمز لصفوف التكافؤ بالرمز
𝑟

𝑠
] = {(𝑟′, 𝑠′) ∈ 𝑅 × 𝑆: (𝑟, 𝑠)~(𝑟′, 𝑠′)}   اواختصار 𝑟

𝑠
. 

𝑆−1𝑅 أي أن  𝑆−1𝑅ونرمز لمجموعة صفوف التكافؤ بالرمز  =
𝑅×𝑆

~
 

 :قانوني تشكيل داخليين 𝑆−1𝑅نعرف على مجموعة صفوف التكافؤ 
∀(𝑟1, 𝑠1), (𝑟2, 𝑠2) ∈ 𝑅 × 𝑆: [

𝑟1

𝑠1

] + [
𝑟2

𝑠2

] = [
𝑟1. 𝑠2+𝑟2. 𝑠1

𝑠1. 𝑠2

] ∧ [
𝑟1

𝑠1

] . [
𝑟2

𝑠2

] = [
𝑟1. 𝑟2

𝑠1. 𝑠2

] 

,𝑆−1𝑅)عندئذ تكون   +, . 1حلقة تبديلية واحدية الحيادي فيها هو  ( =
1

1
. 

𝑆وفي حالة  = 𝑅\𝑃  حيث𝑃 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)  مثالي أولي في𝑅 فإن الحلقة 𝑆−1𝑅 =

{
𝑎

𝑏
; 𝑎 ∈ 𝑅, 𝑏 ∉ 𝑃}  تسمى حلقة التموضع لـ𝑅  عند المثالي الأولي𝑃،  ويرمز لها بالرمز𝑅𝑃. 

:𝑓ليكن  :([2] ،[1]) تعريف 6.1 𝐴 ⟶ 𝐵 وليكن  ،تشاكل حلقي𝐼  مثالي في𝐴  نعرف ممدد
فإن  𝐵مثالي في  𝐽إذا كان  .𝐼𝑒ونرمز له بـ  𝑓(𝐼)المولد بـ  𝐵بأنه المثالي في  𝐼  لياالمث

𝑓−1( 𝐽)  هو مثالي في𝐴  ندعوه تقليص المثالي𝐽 بـ  ونرمز له𝐽𝑐. 
إذا  ،إنه عديم قوى  𝐼 عندئذ نقول عن 𝑅مثالي في  𝐼حلقة وليكن  𝑅: لتكن [2]تعريف 7.1

𝐼𝑛بحيث  𝑛وجد عدد صحيح موجب  =< 0 >. 
 :عندئذ   𝑅مثالي في  𝐼حلقة وليكن  𝑅: لتكن ([5] ،[2]) تعريف 8.1

√𝐼 = {𝑎 ∈ 𝑅; ∃𝑛 ∈ ℕ; 𝑎𝑛 ∈ 𝐼}  ونقول عن مثالي أنه جذري إذا كان√𝐼 = 𝐼. 
= 0√ حلقة عندئذ المثالي 𝑅: لتكن ([5] ،[2]) تعريف 9.1 {𝑎 ∈ 𝑅; ∃𝑛 ∈ ℕ; 𝑎𝑛 = 0} 

ونقول عن الحلقة إنها مختزلة إذا كان المثالي  𝑁(𝑅)ونرمز له بـ  ،بالجذر الأساسييدعى 
 الصفري هو مثالي جذري.
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𝒬(𝑅) ـنرمز ب 𝑅مثالي في  𝐼حلقة وليكن  𝑅لتكن : [6] تعريف 10.1 = {
𝑎

𝑏
; 𝑎, 𝑏 ∈

𝑅; 𝐼−1ـوب 𝑅 لحلقة القسمة لـ {𝑏  ليس قاسم للصفر = {𝑟 ∈ 𝒬(𝑅); 𝑟𝐼 ⊂ 𝑅}  لمقلوب 𝐼 
.𝐼 قابل للقلب إذا كانأنه  𝐼 ونقول عن 𝐼−1 = 𝑅. 

نها منطقة برفير إذا كان كل مثالي غير صفري إ 𝑅 نقول عن منطقة :[8] تعريف11.1 
 قابل للقلب. 𝑅 ومنتهي التوليد في

إذا كان كل مثالي نظامي ومنتهي  نها حلقة برفيرإ 𝑅 نقول عن حلقة :([8] ،[7]) تعريف 12.1
 التوليد قابل للقلب.

 إنها حلقة تقييم إذا تحقق الشرط التالي: 𝑉: نقول عن منطقة تكاملية [8] تعريف13.1 
,𝐼كان المثاليان  اأي   𝐽  من𝑉  عندئذ إما𝐼 ⊂ 𝐽  أو𝐽 ⊂ 𝐼. 

 𝑅𝜇نها حلقة حسابية إذا كانت المثاليات في إ 𝑅 نقول عن حلقة :([6] ،[3]) تعريف14.1 
 .𝑅في  𝜇عظمي الأمثالي ال كان اوذلك أي   ،لعلاقة الاحتواءبالنسبة  امرتبة كلي  

 إنها نوثرية إذا تحقق الشرط التالي: 𝑅: نقول عن الحلقة ([2] ،[1]) تعريف15.1 
𝐼1بالشكل  𝑅لأجل أي سلسلة متزايدة من المثاليات في ⊆ 𝐼2 ⊆ ⋯ ⊆ 𝐼𝑚 ⊆ 𝑛يوجد  ⋯ ∈

ℕ  بحيث𝐼𝑛 = 𝐼𝑘   كان  اوذلك أي𝑘 ≥ 𝑛. 
 رتينية إذا تحقق الشرط التالي:آإنها  𝑅: نقول عن الحلقة ([2] ،[1]) تعريف 16.1

𝐼1بالشكل  𝑅لأجل أي سلسلة متناقصة من المثاليات في ⊇ 𝐼2 ⊇ ⋯ ⊇ 𝐼𝑚 ⊇ 𝑛يوجد  ⋯ ∈

ℕ  بحيث𝐼𝑛 = 𝐼𝑘   كان  اوذلك أي𝑘 ≥ 𝑛. 
نه مثالي رئيسي بشكل إ 𝐼 نقول عن 𝑅مثالي في  𝐼 حلقة وليكن 𝑅: لتكن [4]تعريف  17.1
 .𝑅 في 𝜇 لأجل أي مثالي أعظمي مثالي رئيسي 𝐼𝜇إذا كان  محلي
𝑎ولتكن  ′𝑅حلقة جزئية من 𝑅: لتكن [8] تعريف18.1  ∈ 𝑅′ . نقول عن𝑎  إنه عنصر جبري 

𝑓(𝑥) إذا وجدت حدودية واحدية غير صفرية مثل 𝑅 على ∈ 𝑅[𝑥] بحيث 𝑓(𝑎) = ونقول  .0
 .𝑅جبري على  ′𝑅كان كل عنصر منإذا  𝑅 إنها تمديد جبري لـ ′𝑅عن
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إذا كانت  ′𝑅على  اإنها مغلقة جبري   𝑅نقول عن  ′𝑅حلقة جزئية من  𝑅: لتكن [8]تعريف19.1 
إذا  اإنها مغلقة جبري   𝑅ونقول عن  .𝑅الجبرية فوق  ′𝑅هي العناصر الوحيدة من  𝑅عناصر 

 .𝒬(𝑅)على حلقة القسمة  امغلقة جبري   𝑅 كانت
 :تمهيديات ومبرهنات أساسية .2

 حلقة القضايا التالية متكافئة: 𝑅لتكن  :[9] مبرهنة 1.2
(a) إن 𝑅 .هي حلقة برفير 
(b)   نكا اأي 𝐴, 𝐵, 𝐶 مثاليات في  𝑅 بحيث𝐴 نظامي و منتهي التوليد، 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 فإن𝐵 = 𝐶. 
(c) إن𝑅   كان اأي   ،امغلقة جبري𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅  حدهما على الأقل نظامي فإنأبحيث < 𝑎, 𝑏 >2=

< a2, b2 >. 
(d)   كان اأي 𝜇 مثالي أعظمي في 𝑅 و 𝐴, 𝐵 مثاليات في  𝑅 بحيث𝐴 إما  نظامي فإن 𝐴𝜇 ⊂

𝐵𝜇أو𝐵𝜇 ⊂ 𝐴𝜇. 
(eكل )  حلقة بين 𝑅و𝒬(𝑅)    اتكون مغلقة جبري. 

نظامي أو  𝑃إما ويحقق  𝑅 لي فيثالي أو م 𝑃و حلقة برفير 𝑅إذا كانت  :[9] مبرهنة 2.2
𝑅 فإن أعظمي بالنسبة لاحتوائه القواسم الصفرية

𝑃⁄ منطقة برفير. 
 عندئذ: ،منطقة تكاملية 𝑅 لتكن :[8] مبرهنة 3.2
 𝑅 هي منطقة برفير إذا وفقط إذا كانت𝑅𝑃 كان المثالي الأعظمي اوذلك أي   ،حلقة تقييم𝑃  من𝑅. 

ولنأخذ التشاكل  𝑅 في امجموعة مغلقة ضربي   𝑆حلقة، ولتكن  𝑅: لتكن ([2] ،[1])مبرهنة4.2 
:𝑓الطبيعي  𝑅 ⟶ 𝑆−1𝑅   المعرف بالشكل 𝑓(𝑟) ≔

𝑟

1
𝐼𝑒عندئذ  𝑅مثالي في  𝐼وليكن   =

𝑆−1𝐼  ويحقق الخاصة التالية إذا كان𝐼  مثالي أولي في𝑅  و يحقق𝐼 ∩ 𝑆 = 𝐼𝑒𝑐فإن ،  ∅ = 𝐼. 
:𝜋، ولنأخذ  𝑅مثالي في  𝐼حلقة وليكن  𝑅: لتكن [11] مبرهنة5.2  𝑅 ⟶ 𝑅

𝐼⁄  تشاكل الغمر
𝑆−1𝐼القانوني عندئذ  ⊴ 𝑆−1𝑅  و 𝜋(𝑆) ⊆ 𝑅

𝐼⁄   وأكثر من ذلك امجموعة مغلقة ضربي 
   𝑆−1𝑅

𝑆−1𝐼
⁄ ≅  𝜋(𝑆)−1(𝑅

𝐼⁄ ). 
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𝑅𝑃عندئذ  𝑅مثالي في  𝐼حلقة وليكن  𝑅لتكن  :[11]نتيجة 6.2
𝐼𝑃

⁄ ≅ (𝑅
𝐼⁄ )𝑃

𝐼⁄
𝑃بحيث   ∈

𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅). 
نها حسابية إذا وفقط إذا كان كل مثالي منتهي التوليد في إ 𝑅نقول عن حلقة  :[6]مبرهنة 7.2 

𝑅 بشكل محلي. هو مثالي رئيسي 
 :([2] ،[1]) (الأساسية لبرتمبرهنة )ه8.2 

 نوثرية. 𝑅[𝑥]نوثرية فإن  𝑅إذا كانت  -
,𝑅[𝑥1نوثرية فإن  𝑅إذا كانت  - 𝑥2, … , 𝑥𝑛] .نوثرية 

𝑅نوثرية فإن  𝑅 ، إذا كانت𝑅 مثالي في 𝐼 حلقة وليكن 𝑅 : لتكن[2] مبرهنة 9.2
𝐼⁄ .نوثرية 

 يكون عديم قوى. 𝑁(𝑅)حلقة نوثرية فإن الجذر الأساسي  𝑅 : إذا كانت([2] ،[1]) مبرهنة10.2 
 : ([2] ،[1]) مبرهنة )الباقي الصينية(11.2 

𝑅لتكن  حلقة تبديلية واحدية و  𝐼1, 𝐼2, … , 𝐼𝑛 مثاليات في   𝑅 و  𝜑 تشاكل حلقي معرف بالشكل   
                 𝜑: 𝑅 ⟶ ∏ 𝑅

𝐼𝑖
⁄𝑛

𝑖=1    
 𝑟 ⟼ (𝑟1̅, 𝑟2̅, … , 𝑟𝑛̅); 𝑟𝑖̅ = 𝑟 + 𝐼𝑖 ∀𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}  

 عندئذ القضايا التالية محققة:
∏مثاليات أولية فيما بينها مثنى مثنى فإن  𝐼iإذا كانت  (1 𝐼𝑖

𝑛
𝑖=1 = ⋂ 𝐼𝑖

𝑛
𝑖=1. 

 .أولية فيما بينهما مثنى مثنى 𝐼i ⟺ غامر 𝜑إن  (2
3)  𝑘𝑒𝑟𝜑 = ⋂ 𝐼𝑖

𝑛
𝑖=1. 

 :([2] ،[1])بنية الحلقة الآرتينية( ) مبرهنة12.2 

 لحلقات آرتينية محلية. منته   كل حلقة آرتينية تكتب كجداء ديكارتي 
 :النتائج .3

نعرض فيما يلي الشروط الواجب تطبيقها حتى تكون حلقة الخارج لحلقة برفير هي حلقة 
 حسابية.
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أعظمي بالنسبة  نظامي أو  𝐼 بحيث إما 𝑅مثالي في  𝐼 ليكنحلقة برفير و  𝑅 لتكن: ةمبرهن 1.3
𝑅لاحتوائه القواسم الصفرية عندئذ 

𝐼⁄ حلقة حسابية. 
 البرهان: 

𝑅يكفي أن نبرهن أن حلقة تموضع 
𝐼⁄   وذلك حسب تعريف  ،اعند أي مثالي أعظمي مرتبة كلي

𝜇ليكن الحلقة الحسابية 
𝐼⁄  مثالي أعظمي في𝑅

𝐼⁄  لنبرهن أنو(𝑅
𝐼⁄ )𝜇

𝐼⁄
أي لنبرهن  امرتبة كلي    

𝐴) كان اأي  
𝐼⁄ )𝜇

𝐼⁄
، (𝐵

𝐼⁄ )𝜇
𝐼⁄

𝑅)في  مثاليان  
𝐼⁄ )𝜇

𝐼⁄
نلاحظ  ،الآخرفي فإن أحدهما محتوى  

𝐼 أن ⊂ 𝐴, 𝐵 ⊂ 𝜇  
𝐴إذا كان  –نميز حالتين  = 𝐼  أو𝐵 = 𝐼  يتم المطلوب 

–𝐼 ⊊ 𝐴, 𝐵 ⊂ 𝜇   عندئذ𝐴, 𝐵 بما أن و  .نظاميان𝑅  1.2حلقة برفير حسب المبرهنة 
𝐴𝜇  إما  ⊂ 𝐵𝜇  أو 𝐴𝜇 ⊂ 𝐵𝜇 إما  وبالتالي 

𝐴𝜇
𝐼𝜇

⁄ ⊂
𝐵𝜇

𝐼𝜇
𝐵𝜇  أو ⁄

𝐼𝜇
⁄ ⊂

𝐴𝜇
𝐼𝜇

 منهو  ⁄
𝐴) إما 

𝐼⁄ )𝜇
𝐼⁄

⊂ (𝐵
𝐼⁄ )𝜇

𝐼⁄
𝐵)أو 

𝐼⁄ )𝜇
𝐼⁄

⊂ (𝐴
𝐼⁄ )𝜇

𝐼⁄
 .حلقة حسابية 𝑅سبق نجد أن مما  

𝐼من أجل  ❖ = 𝑃  (2.2)المبرهنة تنتج 

( من أجل أن نبين أن حلقة الخارج لأي منطقة 1.3ويمكن الاعتماد على المبرهنة السابقة )
 برفير هي حلقة حسابية.

𝑅 فإن منطقة برفير 𝑅نتيجة: إذا كانت  2.3
𝐼⁄ حلقة حسابية . 

 البرهان:
𝐼إذا كان  =  .أعظمي بالنسبة لاحتوائه القواسم الصفرية 𝐼عندئذ  0
𝐼إذا كان  ≠ 𝑅فحسب المبرهنة السابقة  ، نظامي 𝐼عندئذ  0

𝐼⁄  حسابية.حلقة 
أصغري كل مثالي أعظمي يحوي مثالي أولي  إذا كان ،مختزلة حلقة 𝑅: لتكن 1[9]مبرهنة 3.3

𝑅 من أجله  𝑃ليكنوحيد و 
𝑃⁄ منطقة برفير فإن  𝑅 حلقة حسابية. 

 

                                                 
 .( التالية، والتي هي الهدف والنتيجة4.3تم عرض الإثبات بشكل موسع، وذلك من أجل الاستفادة منه في المبرهنة ) 1
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 :البرهان
ولنأخذ تشاكل الغمر  𝑃يحوي مثالي أولي أصغري وحيد وليكن  𝑅مثالي أعظمي في  𝜇ليكن  

:𝜑القانوني  𝑅𝜇 ⟶
𝑅𝜇

𝑃𝜇
⁄ ≅ (𝑅

𝑃⁄ )𝜇
𝑃⁄

𝜑(𝑥) المعرف بالشكل  = 𝑥 + 𝑃𝜇  وأكثر من
𝑘𝑒𝑟𝜑ذلك  = 𝑃𝜇  وبما أنه يوجد تقابل بين المثاليات الأولية في𝑅𝜇  والمثاليات الأولية في𝑅 

𝑁(𝑅𝜇)وبما أن  𝑃𝜇وحيد هو أولي أصغري تحوي مثالي  𝑅𝜇فإن  𝜇والمحتواة في  =

⋂ 𝑄𝜇𝑄𝜇∈𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅𝜇)  فإن𝑁(𝑅𝜇) = 𝑃𝜇 = 𝑘𝑒𝑟𝜑  ولما كانت𝑅  مختزلة فإن حلقة𝑅𝜇  حلقة
𝑁(𝑅𝜇)مختزلة وبالتالي  = 𝑘𝑒𝑟𝜑ومنه  0 = 𝑅) أنمما سبق نجد  0

𝑃⁄ )𝜇
𝑃⁄

≅ 𝑅𝜇  وبما
𝑅أن 

𝑃⁄ منطقة تقييم(  امثالي أعظمي مرتبة كلي   هي منطقة برفير فحلقة تموضعها عند أي(
  .حلقة حسابية 𝑅 وبالتالي( 3.2) المبرهنة حسب
 .مختزلةمن أجل الحلقات ال للحلقة الحسابية انضع توصيف  في المبرهنة التالية  ❖

 :إن القضيتين التاليتين متكافئتان ،مختزلة حلقة 𝑅مبرهنة: لتكن  4.3
1) 𝑅  حلقة حسابية. 

𝑅تكون من أجله و  𝑃كل مثالي أعظمي يحوي مثالي أولي أصغري وحيد   (2
𝑃⁄ منطقة  هي

  برفير.

 البرهان: 
(2 ⟸ ∑ ةفي ولنأخذ المجموع 𝑅مثالي أعظمي  𝜇ليكن  (1 = {𝑃 ∈ 𝑠𝑝𝑒𝑐(𝑅); 𝑃 ⊂ 𝜇} 

∑ إن ≠ 𝜙  لأن𝜇 ∈ ∑)نلاحظ أن ، ∑  , 𝑃1 ولتكن ،امرتبة جزئي  مجموعة  (⊃ ⊃ 𝑃2 ⊃

𝑃ولنبرهن أن ∑ سلسلة متناقصة من عناصر  ⋯ = ⋂ 𝑃𝑖𝑖≥1 حد أدنى لعناصر السلسلة في 
𝑃نلاحظ أن  ∑ = ⋂ 𝑃𝑖𝑖≥1 وهو أولي بسبب علاقة الاحتواء ،مثالي كونه تقاطع مثاليات 

يوجد أنه  )برهان الوحدانية( لنفرض جدلا  ، ∑ فحسب تمهيدية زورن يوجد عنصر أصغري في
,′𝑃عنصران أصغريان  𝑃′′  بحيث𝑃′ ≠ 𝑃′′  وبما أن𝑅 حسابية فإنه إما𝑃′

𝜇 ⊂ 𝑃′′
𝜇  أو

𝑃′′
𝜇 ⊂ 𝑃′

𝜇 ومنه إما𝑃′ = (𝑃′
𝜇

)𝐶 ⊂ (𝑃′′
𝜇

)𝐶 = 𝑃′′ أو 𝑃′′ = (𝑃′′
𝜇

)𝐶 ⊂

(𝑃′
𝜇

)𝐶 = 𝑃′ 
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′𝑃وهذا تناقض ومنه الفرض الجدلي خاطئ أي أن  = 𝑃′′  ، وبالتالي يوجد عنصر أصغري
𝑅حسابية فإن  𝑅وبما أن  𝑃ليكن و  ∑وحيد في 

𝐼⁄   بالتالي ( و احسابية )وضوح𝑅
𝑃⁄  منطقة

 .برفير
(1 ⟸  .السابقة لمبرهنةمحقق حسب ا (2

حلقة مختزلة، إن القضيتين التاليتين  𝑅لتكن  كما يمكن صياغة المبرهنة السابقة بالشكل:
 متكافئتان:

1) 𝑅  .حلقة حسابية 

𝑅وتكون من أجله  𝑃كل مثالي أعظمي يحوي مثالي أولي أصغري وحيد   (2
𝑃⁄ .هي حسابية 

 مما سبق نجد أنه في الحلقة الحسابية كل مثالي أعظمي يحوي مثالي أولي أصغري وحيد.
حلقة حسابية فإن أي مثاليين أوليين أصغريين فيها هما أوليان فيما  𝑅إذا كانت  خاصة: 5.3

 بينهما.
,𝑃1ليكن  البرهان: 𝑃2 مثاليين أوليين أصغريين في 𝑅   أن  ولنفرض جدلا𝑃1, 𝑃2  ليسا أوليان

𝑃1عندئذ  فيما بينهما + 𝑃2 ≠ 𝑅   بالتالي يوجد مثالي أعظميو 𝜇 بحيث  𝑃1 + 𝑃2 ⊂ 𝜇 
,𝑃1 ومنه 𝑃2 ⊂ 𝜇  وهذا يناقض كون𝑅  حسابية )كل مثالي أعظمي يحوي مثالي أولي أصغري

,𝑃1 وحيد( ومنه الفرض الجدلي خاطئ أي 𝑃2 .أوليان فيما بينهما 
𝑅مثال: لنأخذ  =

ℝ[𝑥, 𝑦]
< 𝑥𝑦 >⁄  

>  حلقة ليست حسابية وذلك لأن 𝑅إن  𝑥𝑦 >̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =< 𝑥 >̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∩< 𝑦 >̅̅ ̅̅ ̅̅ ومنه المثاليات الأولية ̅̅
>هي 𝑅 الأصغرية في  𝑥 >̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , < 𝑦 >̅̅ ̅̅ ̅̅ >ولكن  ̅̅ 𝑥 > +< 𝑦 >=< 𝑥, 𝑦 >≠ 𝑅.  

  خاصة: 6.3

كل مثالي أعظمي يحوي مثالي أولي أصغري وحيد إذا وفقط إذا المثاليات الأولية الأصغرية 
 أولية فيما بينها.

 .البرهان كما في الخاصة السابقة ⟸ البرهان:
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مثالي  أنه يوجد ولنفرض جدلا   ،ولية الأصغرية أولية فيما بينهالنفرض أن المثاليات الأ ⟹ 
,𝑃1يحوي مثاليين أوليين أصغريين  𝜇 أعظمي 𝑃2  ، وبما أن كل مثاليين أوليين أصغريين هما

𝑃1 أوليان فيما بينهما فيكون  + 𝑃2 = 𝑅 ⊂ 𝜇  من الجدلي خاطئ  وهذا تناقض ومنه الفرض
 كل مثالي أعظمي يحوي مثالي أولي أصغري وحيد. ثم  
 ، من خلال النتيجة الآتية:مختزلةفي حال كانت  آخر للحلقة الحسابية اتوصيف  نقدم  ❖

 ن:ان التالياإذا تحقق الشرط نها حسابيةإ 𝑅 مختزلة نتيجة: نقول عن حلقة 7.3
 .المثاليات الأولية الأصغرية أولية فيما بينها  (1

𝑅فإن  𝑅  من 𝑃كان المثالي الأولي الأصغري  اأي    (2
𝑃⁄ هي منطقة برفير. 

 يتم المطلوب. الخاصة السابقةو  (4.3) المبرهنة البرهان: حسب
𝑅 لنأخذمثال:  =

ℝ[𝑥, 𝑦]
< 𝑥𝑦, 𝑦2 − 𝑦 >⁄ 

 أننلاحظ 
< 𝑥𝑦, 𝑦2 − 𝑦 >=< 𝑥𝑦, 𝑦(𝑦 − 1) >=< 𝑥𝑦, 𝑦 >∩< 𝑥𝑦, 𝑦 − 1 > 

=< 𝑦 >∩< 𝑥, 𝑦 − 1 > 

 حلقة مختزلة لأن  𝑅ومنه
√< 𝑥𝑦, 𝑦2 − 𝑦 >= √< 𝑦 >∩< 𝑥, 𝑦 − 1 > 

= √< 𝑦 >∩ √< 𝑥, 𝑦 − 1 > 
=< 𝑦 >∩< 𝑥, 𝑦 − 1 >=< 𝑥𝑦, 𝑦2 − 𝑦 > 

>هي  𝑅 المثاليات الأولية الأصغرية في  أن نجدمما سبق  𝑦 >̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , < 𝑥, 𝑦 − 1 >̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 
>وهي أولية فيما بينها لأن  𝑦 >̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ +< 𝑥, 𝑦 − 1 >̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑅  كما أن 

𝑅
< 𝑦 >̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅⁄ =

ℝ[𝑥, 𝑦]
< 𝑥𝑦, 𝑦2 − 𝑦 >⁄

< 𝑦 >
< 𝑥𝑦, 𝑦2 − 𝑦 >⁄

⁄  ≅ ℝ[𝑥, 𝑦]
< 𝑦 >⁄ ≅ ℝ[𝑥] 

 و منطقة مثاليات رئيسية فهي منطقة برفير
𝑅

< 𝑥, 𝑦 − 1 >̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅⁄ =

ℝ[𝑥, 𝑦]
< 𝑥𝑦, 𝑦2 − 𝑦 >⁄

< 𝑥, 𝑦 − 1 >
< 𝑥𝑦, 𝑦2 − 𝑦 >⁄

⁄  

                     ≅
ℝ[𝑥, 𝑦]

< 𝑥, 𝑦 − 1 >⁄ ≅ ℝ                                      
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 حلقة حسابية. 𝑅مما سبق نجد أن حقل فهي منطقة برفير، 
 ( لأجل الحلقات النوثرية.12.2سنقوم بتعميم المبرهنة ) -

لحلقات نوثرية كل منها يحوي مثالي  كجداء ديكارتي منته  مبرهنة: كل حلقة نوثرية تكتب 8.3 
كان المثاليان الأوليان الأصغريان من الحلقة  اأي   :إذا تحقق الشرط التالي أولي أصغري وحيد

 فهما أوليان فيما بينهما.
,𝑃1}ولتكن ،حلقة نوثرية فإن عدد المثاليات الأولية الأصغرية منته 𝑅البرهان: بما أن  … , 𝑃𝑛} 

𝑅) وبما أن كل مثاليين أوليين أصغريين أوليان فيما بينهما أي = 𝑃𝑖 + 𝑃𝑗; 𝑖 ≠ 𝑗) بما أن و
 𝑅 نوثرية فإن𝑁(𝑅)  عديم قوى 

⟹ ∃𝑡 ∈ ℕ; 𝑁(𝑅)𝑡 =< 0 > 
∵ 𝑅 = 𝑃𝑖 + 𝑃𝑗; 𝑖 ≠ 𝑗 

⟹ 𝑅 = 𝑃𝑖 + 𝑃𝑗 = √𝑃𝑖
𝑡 + √𝑃𝑗

𝑡 ⊂ √𝑃𝑖
𝑡 + 𝑃𝑗

𝑡 

∵ 1 ∈ 𝑅: 1 ∈ √𝑃𝑖
𝑡 + 𝑃𝑗

𝑡 
⟹ ∃𝑠 ∈ ℕ; 1 = 1𝑠 ∈ 𝑃𝑖

𝑡 + 𝑃𝑗
𝑡 

⟹ 𝑃𝑖
𝑡 + 𝑃𝑗

𝑡 = 𝑅; 𝑖 ≠ 𝑗 
:𝜑 ومنه حسب مبرهنة الباقي الصينية فإن  𝑅 ⟶ ∏ 𝑅

𝑃𝑖
𝑡⁄

𝑛
𝑖=1 تشاكل غامر 

𝑅ومنه حسب مبرهنة التماثل الأولى 
𝑘𝑒𝑟𝜑⁄ ≅ 𝐼𝑚𝜑 = ∏ 𝑅

𝑃𝑖
𝑡⁄

𝑛
𝑖=1                                                                                               

 ∵ 𝑅 = 𝑃𝑖
𝑡 + 𝑃𝑗

𝑡 ⟹ ⋂ 𝑃𝑖
𝑡𝑛

𝑖=1 = ∏ 𝑃𝑖
𝑡𝑛

𝑖=1 
 وذلك حسب مبرهنة الباقي الصينية كما تبين لنا أن

𝑘𝑒𝑟𝜑 = ⋂ 𝑃𝑖
𝑡𝑛

𝑖=1 = ∏ 𝑃𝑖
𝑡𝑛

𝑖=1 = (∏ 𝑃𝑖
𝑛
𝑖=1 )𝑡 ⊂ (⋂ 𝑃𝑖

𝑛
𝑖=1 )𝑡 = 𝑁(𝑅)𝑡  

          =< 0 > 

𝑅مما سبق نجد أن  ≅ ∏ 𝑅
𝑃𝑖

𝑡⁄
𝑛
𝑖=1. 

𝑅لنأخذ مثال :  =
ℝ[𝑥, 𝑦]

< 𝑥2, 𝑦2 − 𝑦 >⁄ 
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>لاحظ أن حلقة نوثرية ون 𝑅واضح أن  𝑥2, 𝑦2 − 𝑦 >=< 𝑥2, 𝑦 > ⋂ < 𝑥2, 𝑦 − 1 > 
>هي فقط  𝑅ومنه المثاليات الأولية الأصغرية في  𝑥, 𝑦 >̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, < 𝑥, 𝑦 − 1 >̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  وبالتالي ̅̅

 𝑁(𝑅) =< 𝑥, 𝑦 >̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅∩< 𝑥, 𝑦 − 1 >̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =< 𝑥, 𝑦2 − 𝑦 >̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ≠< 0 >̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

(𝑁(𝑅))ولكن 
2

=< 0 >̅̅ ̅̅ ̅̅  ومنه حسب المبرهنة السابقة نجد أن  ̅̅
𝑅 ≅ 𝑅

< 𝑥, 𝑦 >̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅2⁄ × 𝑅
< 𝑥, 𝑦 − 1 >̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 2⁄  

≅ 𝑅
< 𝑥2, 𝑥𝑦, 𝑦2 >̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅⁄ × 𝑅

< 𝑥2, 𝑥𝑦 − 𝑥, 𝑦2 − 2𝑦 + 1 >̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅⁄  

≅
ℝ[𝑥, 𝑦]

< 𝑥2, 𝑦 >
⁄ ×

ℝ[𝑥, 𝑦]
< 𝑥2, 𝑦 − 1 >

⁄  

≅
ℝ[𝑥]

< 𝑥2 >
⁄ ×

ℝ[𝑥]
< 𝑥2 >

⁄  

 لحلقات حسابية هو حلقة حسابية. المنتهي الجداء الديكارتي :1[10]نتيجة 9.3
,𝑅1 البرهان: لتكن 𝑅2, … , 𝑅𝑛 حلقات حسابية ولنبرهن أن 𝑅1 × 𝑅2 × … × 𝑅𝑛 حلقة حسابية 

𝑅1نعلم أن شكل المثاليات الأعظمية في  × 𝑅2 × … × 𝑅𝑛 هو 𝑅1 × 𝑅2 × … × 𝜇𝑖 ×

… × 𝑅𝑛 حيث 𝜇𝑖 هو مثالي أعظمي في 𝑅𝑖  أكثر من ذلكو (𝑅1 × 𝑅2 × … × 𝑅𝑖 × … ×

𝑅𝑛)𝑅1×𝑅2×…×𝜇𝑖×…×𝑅𝑛
≅ 𝑅𝑖𝜇𝑖

هي حلقة حسابية فحلقة تموضعها عند أي  𝑅𝑖 وبما أن
𝑅1ومنه  امثالي أعظمي مرتبة كلي   × 𝑅2 × … × 𝑅𝑛 حلقة حسابية. 

𝑅لنأخذ مثال :  =
ℝ[𝑥, 𝑦]

< 𝑥2, 𝑦2 − 𝑦 >⁄ 
𝑅من المثال السابق وجدنا أن  ≅

ℝ[𝑥]
< 𝑥2 >

⁄ ×
ℝ[𝑥]

< 𝑥2 >
وبما أن  ⁄

ℝ[𝑥]
< 𝑥2 >

هي حلقة مثاليات رئيسية فإن كل مثالي فيها هو مثالي رئيسي بشكل محلي  ⁄
ℝ[𝑥]وبالتالي 

< 𝑥2 >
 𝑅تكتب كجداء لحلقات حسابية فإن  𝑅هي حلقة حسابية وبما أن  ⁄

 هي حلقة حسابية وذلك حسب النتيجة السابقة.

                                                 
منه في نتائج أخرى, المرجع باللغة الفرنسية, فقد تم عرض الإثبات كي يكون واضحًا من أجل الاستفادة  1

 والنتيجة بحد ذاتها ليست هدف دراسة البحث.
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𝑅حلقة حسابية و  𝑅 : لتكن1[10]نتيجة 10.3 = 𝑅1 × 𝑅2  عندئذ كل من𝑅1, 𝑅2  حلقة
 حسابية.

𝜇عندئذ  𝑅1 مثالي أعظمي في 𝜇 كان االبرهان: أي   × 𝑅2  مثالي أعظمي في𝑅 = 𝑅1 × 𝑅2 
𝑅1)لكن و  × 𝑅2)𝜇×𝑅2

≅ 𝑅1𝜇 وبما أن 𝑅  حلقة حسابية فحلقة تموضعها عند أي مثالي
 .حلقة حسابية 𝑅2 حلقة حسابية بأسلوب مشابه نجد أن 𝑅1 ومنه ،اأعظمي مرتبة كلي  

 لحلقات نوثرية منته   ة نوثرية وحسابية فهي تكتب كجداء ديكارتيحلق 𝑅نتيجة: إذا كانت  11.3
 وحسابية كل منها يحوي مثالي أولي أصغري وحيد.

 ،حلقة حسابية فإن أي مثاليين أوليين أصغريين فيها هما أوليان فيما بينهما 𝑅 البرهان: بما أن
لحلقات نوثرية كل منها يحوي مثالي أولي  لقة نوثرية فهي تكتب كجداء ديكارتيح 𝑅 وبما أن

لحلقات نوثرية كل منها يحوي مثالي  جداء ديكارتيحسابية وتكتب ك 𝑅 أصغري وحيد و بما أن
لحلقات نوثرية وحسابية  تكتب كجداء ديكارتي 𝑅 أولي أصغري وحيد فحسب النتيجة السابقة فإن

  كل منها يحوي مثالي أولي أصغري وحيد.

                                                 
المرجع باللغة الفرنسية, فقد تم عرض الإثبات كي يكون واضحًا من أجل الاستفادة منه في نتائج أخرى )  1

 ((, والنتيجة بحد ذاتها ليست هدف دراسة البحث.11.3النتيجة التالية )
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