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 الممخص
مفاىيم الرياضيات التي تُسيل لنا دراسة البنى الجبرية المجردة،  تعتبرُ نظرية التمثيل من أىمّ 

                                          ، وعندما نقوم بتمثيل زمرةالكم تطبيقات عممية ىامة خصوصاً في ميكانيكِ  من ليا وذلك لما
عمى ىذا  خطي قموب الزمرة بمؤثرٍ  رن عناصفإنّنا نستبدلُ كل عنصر م  عمى فضاءٍ 

                                                           .ةقموبمصفوفة ب أو الفضاء
عمى فضاءٍ  البعد منتيية (Lie)لي  إلى دراسة التمثيل الثنوي لزمرةِ  العممية ورقةال هىذ تفىد

وأثبتنا أنّو إذا  درسنا طبيعة التمثيلات الجزئية من التمثيل الثنوي حيث ،متجيي منتيي البعد
  فإنّ    تمثيلًا جزئياً فعمياً من    كان 

لكنّو يمدد إلى تمثيل    ليس تمثيلًا جزئياً من  
خزولًا، خزولًا تماماً، وواحدياً فإنّ تمثيمو   ، كما أثبتنا أنّو إذا كان التمثيل   جزئي من 

كما قمنا بإيجادِ حالاتٍ تكون فييا التمثيلات ، سيكون خزولًا، خزولًا تماماً، وواحدياً    الثنوي 
 الثنوية 

    وذلك بالاعتماد عمى وزن ومميز التمثيل. لزمرةِ لي متماثمة
                                                      

 
   .زمرة لي، تمثيل زمرة لي، التمثيل الثنوي :الكممات المفتاحية

 20C99 - 22E47 - 22E99 :(MSC 2020)التصنيف الرياضياتي العالمي 
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Abstract 
Representation theory considered as one of the most important concepts in 

mathematics that makes the study of algebraic structure easier, and it has 

important practical applications, especially in quantum mechanics, and 

When we represent a group on the space , we replace each element with 

invertible operator or matrix. 

The main purpose of this paper is to study the dual representation of finite 

dimensional Lie group on finite dimensional space, where we studied the sub 

representations of dual representation, thus we proved that if    is 

subrepresentation of  , then   
  is not subrepresentation of   , but we can 

extend it to subrepresentation.                                 

We also proved that if   is reducible, completely reducible and unitary then 

   is reducible completely reducible, and unitary, and we found cases in 

which dual representations of Lie group are isomorphic with respect of the 

character,  

and the weight of the representation. 
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 المتنوع التفاضمي: 1.
منتيي  (Manifold) تبولوجي إنَّو متنوعٌ   ، يُقال عن(Hausdorff) فضاءً تبولوجياً ىاوسدورفياً        : ليكن[4] تعريف1.1. 

 .  جواراً ىوميومورفيزمياً مع مجموعةٍ مفتوحةٍ من  إذا كان لكل نقطة من   بُعده البعد، و 
،   في  ىوميومورفيزمية مع مجموعةٍ مفتوحةٍ   مجموعةً مفتوحةً في   ، ولتكن متنوعاً تبولوجياً بُعده   ليكن: [4]تعريف . 1.2

                                                        .       ، وأحياناً تُسمى بالخارطة   جواراً إحداثياً في    𝜓 ، عندئذٍ تُسمى الثنائية        𝜓وفق اليوميومورفيزم 
  مجموعة مفتوحة في   ، حيث   تغطية لـ     {  }، ولتكن   عده متنوعاً تبولوجياً بُ   ليكن : [4]تعريف  1.3.

    {  𝜓    } ، عندئذٍ تدعى الأسرة       𝜓وفق اليوميومورفيزم     من   ىوميومورفيزمية مع مجموعة مفتوحة 
 .       أو الأطمس   جممة جوارات إحداثية لـ 

،           يممك جممة جوارات إحداثية من الصف   ، بفرض أنّ  عده متنوعاً تبولوجياً بُ   ليكن  :[4] تعريف 1.4.
 .  الصفمن  (Differentiable Manifold) دعى متنوع تفاضمييُ    عندئذٍ 
 ̀    𝜑، وليكن     عدييما عمى الترتيبِ بُ    ن من الصفِ تفاضميي تبولوجيين متنوعين ̀   ليكن  :[2] تعريف1.5. 
 .  في    𝜑لـ    معرّفة عمى جوار    دالة من الصف   ، و   ، ولتكن اً مستمر  اً تطبيق

𝜑، ولتكن الدالة       𝜑بحيث   لـ    و يمكن أن نأخذ جوارتطبيق مستمر فإنّ  𝜑بما أنّ    المعرفة عمى الجوار    

𝜑      :بالشكل         (𝜑   )      
𝜑تكون الدالة      𝜑 معرفة عمى جوار لـ    من الصف   من أجل أي دالة  :إذا تحقق في جوار لمنقطة    من الصف    

 .  أو قابل لممفاضمة عند النقطة   عند النقطة    و من الصفِ إنّ  𝜑قال عن التطبيق ، عندئذ يُ  
 قابل لممفاضمة. إنّو  𝜑قال عن ، عندئذ يُ  لممفاضمة عند كل نقطة من  قابلاً  𝜑إذا كان 

 زمرة لي: 2.
وكان زمرة    إذا كانتالبعد منتيية         و زمرة ليإنّ    عدهوالذي بُ ،  التفاضمي التبولوجي قال عن المتنوعيُ  :[5] تعريف2.1. 

 :التطبيقان
     
                                    

        
 

 .قابمين لمتفاضل

ثرات زمرة المؤ       ىي زمرة لي، كما أنّ   زمرة المصفوفات المربعة القموبة بمدخلات من الحقل         ويبرىن عمى أنّ 
  ىي زمرة لي.   الخطية القموبة عمى الفضاء 

 :بالتطبيق اً ، مزوّد  فضاءً متجيياً منتيي البعد عمى الحقلِ  𝔤ليكن  :[5] تعريف2.2.
 

[   ] 𝔤  𝔤  𝔤

      [   ]
 

 

 ثنائي الخطية ومتناظر تخالفياً، ويحقق متطابقة [   ]إذا كان التطبيق   منتيي البعد عمى الحقل لي إنّو جبر 𝔤 قال عنيُ 
 :         جاكوبي

[  [   ]]  [  [   ]]  [  [   ]]    
 

𝔤    التطبيق الأسي  تطبيق يُسمى يربط بينيما موافق ليا لي تعين جبرلي ويبرىن عمى أنّ كل زمرة  ، وفي الحالة   
 :ف التطبيق الأسي بالشكليعرّ           الخاصة التي تكون فييا 

                𝔤. 



 أركان الخمف، عبد المطيف ىنانو                                                                                     منتيية البعدلي  التمثيل الثنوي لزمر

 11من  4

 

 Linear) الخطي تمثيلالف يعرّ   قل متجيياً منتيي البعد عمى الح فضاءً      زمرة لي وليكن   : لتكن  [5]تعريف2.3. 

Representation) و التشاكل الزمري القابل لمتفاضل:بأنّ   زمرة لي عمى الفضاء ل 
 

         
    

 
 

 بالشكل:  عرف تمثيل مصفوفي لمزمرة أن يُ  و يمكنفإنّ                وبما أنّ 
           

  [  ]
 

 . لمفضاء  𝛼 بالنسبة لقاعدة ما   ىي مصفوفة   [  ]حيث 
و التشاكل الزمري القابل لمتفاضل بأنّ   لـ   ف التمثيل الثنوييعرّ  ،    عمى الفضاء   تمثيلًا لزمرة لي   ليكن  : [5]تعريف2.4. 
 التالي:

           

                            
         

    حيث 
   𝜑  𝜑           𝜑 عمى الفضاء    يعين تمثيلًا ثنوياً   عمى الفضاء    لزمرة لي   كل تمثيل  أي أنّ   .   

  𝛼لقاعدة  بالنسبة     مصفوفة   ىي منقول  𝛼بالنسبة لقاعدة    وتكون مصفوفة    
  ] :، أي أنّ  لمفضاء 

 ]  [    ]
 . 

فضاء جزئي من   –و إنّ   قال عن ، يُ   جزئياً من فضاءً   ، وليكن    عمى الفضاء   تمثيلًا لزمرة لي   ليكن  : [5]تعريف2.5. 
 . يسمى تمثيلًا جزئياً من    عمى الفضاء  لمزمرة     عين تمثيلمكن أن يُ ، وفي ىذه الحالة ي             إذا كان   
 إنّو غير خزول  قال عن ، وبخلاف ذلك يُ  فضاء جزئي فعمي من   – إذا كان يممك (Reducible) إنّو خزولٌ    يقال عنو 

(Irreducible). 
  –يوجد   جزئي من   فضاء   –  جل أيمن أ إذا تحقق: (Completely reducible) تماماً  إنّو خزولٌ   كما يُقال عن 
إنّو خزول تماماً إذا كُتِب عمى شكل مجموع مباشر   وبكممةٍ ثانية يُقال عن ،       بحيث ، وليكن   من  فضاء جزئي

  .                                                 لتمثيلات جزئية غير خزولة
 .ويبرىن عمى أنّو إذا كان التمثيل غير خزول فإنّو خزول تماماً 

يتعين بشكل كامل بواسطة   ، عندئذٍ     عمى الفضاءمنتيية البعد، ومنتيية التوليد    لي لزمرة تمثيلاً   ليكن  :تمييدية2.6. 
 .    وقاعدة الفضاء   مولدات الزمرة 

 ، عندئذٍ  قاعدة لمفضاء {          }، و مولدات الزمرة  {          }لتكن  الإثبات:

   
                              :ٍ ، عندئذ   بفرض أنّ  .                  

    
     

      
 

              {       } 

∑  يكون       كما أنّو من أجل كل             
 ، وعميو يكون:   

 
       

  
     

      
 

  (∑    

 

   

) 

   * 
  
     

      
 

      +      * 
  
     

      
 

      + 
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   *   
          

 
 

      +      *   
          

 
 

      + 

 وبذلك يتم المطموب.
يتعين بشكل كامل بواسطة    ، عندئذٍ     عمى الفضاءمنتيية البعد، ومنتيية التوليد    لي لزمرة تمثيلاً   ليكن  نتيجة:2.7. 

 الإثبات: .    وقاعدة الفضاء  مولدات الزمرة 
𝜑                                               يكون لدينا:     

   
     (𝜑      )    𝜑(       )         

 𝜑(  *   
          

 
 

      +      *   
          

 
 

      +) 

   𝜑 (   
          

 
 

      )      𝜑 (   
          

 
 

      ) 

 وبذلك يتم المطموب.

يتمتعان بالصفات ذاتيا وىذا ما سنناقشو في ىذه الورقة      التمثيلان كان نا لمتساؤل فيما إذااإنّ التمييدية والنتيجة السابقتان تدفع
 العممية.

 

                                                      : [1]الثنوي الفضاء الجزئي من الفضاء2.8.

و يمكن تمديده إلا أنّ    من  جزئياً ليس بالضرورة فضاء ً     فإنّ   جزئياً من  فضاءً   منتيي البعد ومتجيياً فضاءً    إذا كان 
  :فإنّ   فضاءً جزئياً من   ويبرىن عمى أنّو إذا كان    جزئي من  ̀ إلى فضاء 

   {𝜑     𝜑           } 
 فإنّ:    من جزئياً فضاءً   ، وأيضاً إذا كان   فضاء جزئي من

   {    𝜑        𝜑   } 
  . فضاء جزئي من 

من  اً فعمي اً جزئي تمثيلاً    ، وليكن   ، تمثيمو الثنوي   ذي البعد      عمى الفضاء    لزمرة لي تمثيلاً   ليكن  : مبرىنة2.9. 
  ، عندئذٍ  

 .  يمدد إلى تمثيل جزئي فعمي من   
𝛼  لتكن  ، و فضاء جزئي فعمي من   –ىو    ، عندئذٍ   من  اً فعمي اً جزئي تمثيلاً     ليكن الإثبات: قاعدة  {       } 

  عندئذٍ  ،{    𝜑}    الذي فضاؤه الثنوي  لـ 
، وذلك   لكنّو ليس تمثيلًا جزئياً من و    ىو التمثيل الثنوي لـ  

 .                                   ليس فضاءً جزئياً من    باعتبار أنّ 
̀ لنأخذ الفضاء   {�̀�    }  ّف بالشكل:المعر 

�̀�     {  
𝜑                          
                   

 

  ، ولنبرىن عمى أن   والذي يمثل فضاء جزئياً من 
   ̀   ̀  

  �̀�   ̀            
 
  �̀�      (   

   )  𝜑 ̀      

 {
         𝜑                 

                                     
 

 ,
( |         ) (𝜑    )       
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 {
  
 (𝜑    )⏟      

    

               

                     
       

 {
𝜑                  
                

         ̀     

̀  ، أي أنّ   فضاء جزئي فعمي من  –ىو   ̀ مما سبق نجد أنّ 
   .  تمثيل جزئي من   

   ، فإنّ  غير فعمي من  اً جزئي تمثيلاً    عندئذٍ إذا كان  ، عمى الفضاء   تمثيلًا لزمرة لي   ليكن  :مبرىنة2.10. 
تمثيل   

 .  جزئي من 
 ، ومنو يكون{ }  أو     فضاء جزئي غير فعمي، أي أن   –ىو   تمثيل جزئي غير فعمي فإنّ    إذا كان  الإثبات:

  يكون   الحالتين، وفي كلا{ }   أو       
، وبذلك يتم   من فضاء جزئي  –ىو    ، أي أنّ         

 المطموب.
 غير خزول.   غير خزول فإنّ   تمثيمو الثنوي، عندئذٍ إذا كان    ،  عمى الفضاء   تمثيلًا لزمرة لي   ليكن  نتيجة:2.11. 

 .            ينتج من المبرىنتين الإثبات: 
 خزول.   إذا وفقط إذا كان خزول   تمثيمو الثنوي، عندئذٍ    ،     عمى الفضاء   تمثيلًا لزمرة لي   ليكن : مبرىنة2.12. 
، كما   ىو فضاء جزئي فعمي من    ، وعميو  جزئي فعمي وليكن  فضاء  –يممك   خزول، عندئذٍ   بفرض أنّ  الإثبات:

                  أنّ: 
        

        (      )    

      (  ̀   )           ̀    
        ̀               ̀      

  إذن
 خزول.   ، أي أنّ جزئي فعمي فضاء  –يممك    ، و       
 ، ويكون: فضاء جزئي فعمي من    ، وعميو يكون  جزئي فعمي وليكن  فضاء  –يممك    خزول، عندئذٍ    الآن بفرض أنّ 

                 

 (     )  (  ̀
   )      ̀

 (    ) 

   ̀
             

 خزول.  ، إذن جزئي فعمي فضاء  – يممك  ، و        أي أنّ 
و إنّ    قال عن، يُ     عمى الفضاء   لي لزمرة  تمثيلاً   ، وليكن (Hilbert) ىيمبرت فضاء     ليكن  : [5]تعريف2.13. 
  :ىي مؤثرات واحدية، أي أنّ           إذا كانت المؤثرات(Unitary)  واحدي

〈               〉  〈   〉        

مصفوفة واحدية فإنّ كلًا   إذا كانت إذا كانت مصفوفتو واحدية، وأنّو  إذا وفقط اً يكون واحدي   عمى أنّ المؤثر  [1]في  ويبرىن
 ىي مصفوفة واحدية.    ،   من 

 فضاء جداء داخمي.   فضاء جداء داخمي، فإنّ   كما يبرىن عمى أنّو إذا كان 
 خزول تماماً.واحدي و    ، عندئذٍ     عمى الفضاء   تمثيلًا واحدياً لزمرة لي   ليكن  مبرىنة:2.14. 



 أركان الخمف، عبد المطيف ىنانو                                                                                     منتيية البعدلي  التمثيل الثنوي لزمر

 11من  7

 

فضاء   داخمي، فيكون  بجداء  و يمكن تزويد الفضاء فإنّ  ، فضاء متجيي منتيي البعد عمى الحقل       بما أنّ  الإثبات:
لذلك يمكن تعريف تمثيل  ىيمبرت كل فضاء جداء داخمي منتيي البعد ىو فضاء جداء داخمي منتيي البعد، وزد عمى ذلك أنّ 

 .    واحدي لزمرة لي عمى الفضاء 
لمفضاء  𝛼بالنسبة لقاعدة متعامدة منظمة  [  ]ىي مؤثرات واحدية تقابل مصفوفات واحدية           فإنّ  اً واحدي تمثيلاً    إذا كان 

[    ]، [    ]، وعميو تكون كل من  
   ، وبالتاليمصفوفة واحدية  

 ، وبذلك يتم المطموب.ىي مؤثرات واحدية        
 خزول تماماً.    لنبرىن الآن عمى أنّ 

حيث ،   وليكن    فضاء جزئي فعمي من  –يممك    ، عندئذٍ خزول    فرض أنّ المطموب، بر خزول يتم غي    إذا كان
  
 .  فضاء جزئي من    و ، ولنبرىن عمى أنّ    لنأخذ المتمم العمودي و ،               

  بما أنّ 
 :واحدي، فإنّ   

(  
 )

 
    

                           
  

  )حيث 
 )

  قرين المؤثر   
  . 

 ، عندئذٍ:    𝜑      𝜑ليكن 
〈  

  𝜑   𝜑 〉  〈𝜑  (  
 )

 
 𝜑  〉 

      〈𝜑      
  𝜑  〉  〈𝜑  𝜑 ̀〉    

    حيث
  𝜑       ّفضاء، مما سبق نجد أن    ىو     لأن  

  𝜑   يعامد أي عنصر𝜑     وعميو يكون ،
  
  𝜑       ّفضاء    وبتطبيق ذلك من أجل كل  ،         ، لكن   فضاء جزئي من    ىو     ، أي أن

  يتم المطموب. منتيي البعد    بالاعتماد عمى كونو    جزئي من
  :زمرة لي المتراصة 3.
     {  } فضاءً تبولوجياً، ولتكن  ليكن  : [2]تعريف3.1.  

 (Compact) إنّو متراص   يُقال عن ،   تغطية مفتوحة لمفضاء 
  أنّ: بحيث،     𝛼  𝛼    𝛼 إذا وجد

     
      

 
 :تحققان      مفتوحتين غير خاليتينمجموعتين  أي إذا لم يممك (Connected) إنّو مترابط  قال عن ويُ 

              
 نيت عميو. بُ  التبولوجي الذيصفة الفضاء  كما أنّ زمرة لي تأخذُ 

 :يحقق        قياس دعىيُ   عمى    ، عندئذٍ يوجد قياس وحيد زمرة لي المتراصة  لتكن  : [3]تعريف3.2. 
               

ذا كانت   ، فإنّ: دالة قابمة لمتفاضل عمى   وا 
                                       

تماماً، وفيما يمي سنبرىن عمى أنّ كل تمثيل ثنوي لزمرة لي  عمى أنّ كل تمثيل لزمرة لي المتراصة ىو تمثيل خزول [3]في  ويبرىن
 المتراصة ىو تمثيل خزول تماماً.

               تماماً. ىو تمثيل خزول  زمرة لي المتراصة، عندئذٍ كل تمثيل ثنوي لـ   لتكن  مبرىنة:3.3. 
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    〈   〉، ولنأخذ التطبيق      داخمي ما عمى الفضاءجداء   〈   〉، وليكن     عمى الفضاء   لـتمثيلًا   ليكن  الإثبات:

 ، والمعرّف بالشكل:   

〈   〉    
〈               〉                  

 جداء داخمي.  〈   〉لنبرىن أولًا عمى أنّ 

1- 〈𝛼   ̀  〉    
〈     𝛼   ̀         〉   

= 𝛼  
〈               〉     

〈      ̀         〉   

 𝛼〈   〉  〈 ̀  〉  

2- 〈  𝛼   ̀〉    
〈             𝛼   ̀ 〉   

 �̅�  
〈               〉     

〈              ̀ 〉   

 �̅�〈   〉  〈   ̀〉  

3- 〈   〉    
〈             〉     

〈             〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅    

   
〈               〉  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   〈   〉 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

4-  〈   〉    
〈               〉⏟                

                      

 

5-〈   〉       
〈               〉     

                

 . 〈   〉بالنسبة لـ واحدي    لنبرىن الآن عمى أنّ 
 يكون لدينا:    من أجل كل 

〈               〉    
〈                       〉   

   
〈                 〉   

 يكون: (Haar)متراصة، فإنّو وفقاً لقياس   وبما أنّ 

 〈               〉    
 
〈               〉   

 〈   〉  

 .خزول تماماً    يكون        وحسب المبرىنة 
إذا كان التطبيق  (faithful) إنّو مخمص  ، يُقال عن      عمى الفضاء   تمثيلًا لزمرة لي   ليكن  : [5]تعريف3.4. 

 متباين.          
فيما يمي سنبرىن عمى أنّ كل زمرة لي متراصة ، و تعين تمثيلًا مخمصاً منتيي البعدعمى أنّ كل زمرة لي متراصة  [5]في  ويبرىن
 .اً مخمص  ثنوياً تمثيلاً  تعيّن
 تعين تمثيلًا ثنوياً مخمصاً.  كل زمرة لي متراصة  مبرىنة:3.5. 

     متباين أي أنّ           ، عندئذٍ التطبيق     عمى الفضاء   تمثيل مخمص لمزمرة    بفرض أنّ  الإثبات:

 ، وعميو يكون:{ }
                   و        

[  ] [  ]و                      
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 وبالتالي:

[  ]
[    ]و       

 
                

  
  و        

                  

 مخمص.   ، أي أنّ { }      ومنو 

  التمثيلات المتماثمة: 4.
جزئية يا زمرة بأنّ   الأعظمية من  (Torus)ف الطارة جبر لي الموافق ليا، تعرّ  𝔤زمرة لي متراصة، و  لتكن : [3]تعريف 4.1.

 ، ويبرىن عمى أنّ 𝔤التبديمي الأعظمي من  الجزئي عمى أنّو الجبر (Cartan) كارتان ف جبر، ويعرّ  تبديمية مترابطة أعظمية من
ىو حقيقي ويمكن تمديده إلى جبر لي  لياالموافق  𝔤جبر لي ، وأنّ        زمرة لي المتراصة تماثل دوماً زمرة جزئية من الزمرة 

 . 𝔤عقدي 
جبر كارتان  𝔱، وليكن  طارة أعظمية من   ، ولتكن     عمى الفضاء   تمثيلًا لزمرة لي المتراصة   ليكن  : [3]تعريف4.2. 

μ 𝔱عن  ، يقال  والموافق لـ  𝔤الجزئي من   :بحيث يكون     جدَ إذا وُ   و وزن لـ إنّ    
                    𝔱  

  .    رمز لمجموعة الأوزان بالرمز ويُ  

α 𝔱قال عن يُ   :، بحيث يكون 𝔤  إنّو جذر إذا وجد    
[   ]  𝛼            𝔱  

 .  𝔤  ويرمز لمجموعة الجذور بالرمز 

 :                                         والتي تحقق ،بالجذور البسيطة   𝔤     𝔤 ∏تسمى مجموعة الجذور 

     (𝔤 )     ∑  𝛼

𝛼 ∏ 𝔤  

 

 .إما جميعيا موجبة أو جميعيا سالبةىي أعداد   بحيث تكون المعاملات 
 بالشكل:   𝔤    الموجبة مجموعة الجذور وتعرّف

 

   𝔤   {    𝔤      ∑  𝛼 

  ∏ 𝔤  

          } 

 إذا تحقق:إنّو وزن أعمى  μقال عن الوزن يُ و 

μ   ̀  ∑  𝛼                  ̀      

𝛼 ∏(𝔤 )

 

  الدالة:و بأنّ  (Character) ف مميز التمثيلعرّ ، يُ     عمى الفضاء   لزمرة ليتمثيلًا   ليكن  : [3]تعريف4.3. 
𝜒     

عمى           عمى الفضاءين   تمثيمين غير خزولين لمزمرة     ، ويبرىن عمى أنّو إذا كان [  ]       𝜒حيث  
 فإنّ: ،الترتيب

〈𝜒  𝜒 〉  ∫𝜒    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  𝜒      

 

 

 {
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〈 𝜒  𝜒〉خزول إذا وفقط إذا كان غير   التمثيل  ويكون  :عطى بالشكلكما أنّ مميز التمثيل الثنوي يُ ،   
𝜒      𝜒    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅         

     دوران حول المبدأ بزاوية كل عنصر منيا يمثلوالتي زمرة لي       لتكن  مثال: (2.12)يمكن الآن عرض مثال يدعم المبرىنة 
  𝜃  أو يمكن التعبير عن ىذه الزمرة بالشكل:   ،   

      {                          } 
 بالشكل: اً معرّف      لمزمرة  تمثيلاً   وليكن 

                                                 𝜃  ( 
   𝜃     𝜃

   𝜃    𝜃
)                               

𝜒  𝜃      𝜃  عندئذٍ يكون 〈 𝜒  𝜒〉 ، وعميو          ̅̅ 𝜒   𝜃  𝜒  𝜃 خزول، كما أنّ    وبالتالي    ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 أيضاً خزول.   ، وبالتالي         

 طارة أعظمية، ولتكن:   زمرة لي مترابطة متراصة، و  لتكن  : [3]تعريف4.4. 
     {           } 

 بالشكل:       عندئذٍ تعرّف زمرة 
       ⁄  

ذا كان   لممميزات تعطى بالشكل:       صيغة  ، فإنّ  لـ  تمثيلاً   وا 
 

𝜒   
   

∑         [      ]   
   

∑                
   

         𝔱  

 كما أنّ:،  وزن أعمى لـ  μحيث  

δ  
 

 
∑ 𝛼𝛼   (𝔤 )

. 

     𝜑عمى الترتيب، يقال عن التطبيق           عمى الفضاءين   تمثيمين لزمرة لي     ليكن  [5]:تعريف  4.5.
 إذا تحقق: (Intertwining)إنّو تطبيق مشابكة 

(𝜑      )          𝜑                   

 إنّيما متماثلان.   و  عن  تقابل يُقال  𝜑وفي الحالة التي يكون فييا 
و عمى أنّو إذا كان           عمى الفضاءين  لزمرة لي     كما يبرىن من أجل أي تمثيمين   متماثلان فإنّ:   

𝜒     𝜒           

ذا كان  حقل مغمق جبرياً، ومميزه لا يقسم مرتبة   حيث           عمى الفضاءين   تمثيمين خزولين تماماً لزمرة لي   و  وا 
           𝜒     𝜒متماثلان إذا وفقط إذا كان    و  عندئذٍ،   الزمرة 
حيث ، عمى الترتيب          عمى الفضاءين   تمثيمين غير خزولين لزمرة لي المترابطة المتراصة     ليكن  مبرىنة:4.6. 

 .متماثلان      يممكان الوزن الأعمى نفسو، عندئذٍ     ، وكان  حقل مغمق جبرياً ومميزه لا يقسم مرتبة الزمرة   
  ، بما أنّو يمكن دراسة تمثيل الزمرة  طارة أعظمية لمزمرة    ولتكن  ،λ يممكان الوزن الأعمى نفسو   و  أنّ  بفرض الإثبات:

لمميزات  (Weyl)حسب صيغة  عندئذٍ ،   يتعين من خلال عناصر    ، فإنّ مميز كل من التمثيمين  من خلال مقصوره عمى 
 :يكون
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𝜒   
   

∑         [      ]   
   

∑                
   

 𝜒   
           𝔱  

 :وعميو يكون
𝜒     𝜒            

 .     𝜒      𝜒ومنو 

〈  𝜒   𝜒〉غير متماثمين، عندئذٍ        أنّ لنفرض جدلًا    غير خزول    لكنّ    
〈  𝜒   𝜒   𝜒〉عميو يكون و  ،  𝜒   𝜒و  .متماثلان      وىذا تناقض، بالتالي    

و عندئذٍ  عمى الترتيب،          عمى الفضاءين   تمثيمين لزمرة لي المتراصة     مبرىنة: ليكن 4.7.  متماثلان إذا    
 متماثلان.    و  وفقط إذا كان 

̅̅    𝜒نيكو  ، وعميو          𝜒     𝜒متماثلان، عندئذٍ    و  بفرض أنّ  الإثبات: ̅̅ ̅̅ ̅̅  𝜒    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅       𝜒، ومنو    

𝜒       ،  ّمتماثلان.    و  أي أن 
̅̅     𝜒، ومنو            𝜒      𝜒متماثلان، عندئذٍ      و  الآن بفرض ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  𝜒     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̿̿    𝜒، بالتالي    ̅ ̿̿ ̿̿ ̿̿  

𝜒    ̿̿ ̿̿ ̿̿  متماثلان، وبذلك يتم المطموب.   و  ، أي أنّ     𝜒     𝜒   ، وعميو يكون̿̿
 عمى           عمى الفضاءين   تمثيمين لزمرة لي     : ليكن [5] تعريف4.8. 

 بالشكل:         عمى الفضاء   تمثيل الزمرة  π فالترتيب عندئذٍ يُعرّ 
                                 

 ، فإنّ:فضاءات متجيية               عمى أنّو إذا كانت  [1]في  ويبرىن
                             

ذا كانت  فضاء   وباعتبار الحقل تماثل،   –، فإنّ التماثل السابق ىو               تممك تمثيلات عمى الفضاءات   وا 
 يُسمى التمثيل المبتذل.  عمى الفضاء   أُحادي البعد، يعرّف تمثيل لمزمرة  متجيي
    فإنّو يُكتب عمى شكل مجموع مباشر لتمثيلات جزئية غير خزولة  عمى الفضاء   لزمرة لي خزول تماماً   إذا كان 

 ، حيث

   ، عمى الرغم من كون  فضاءات جزئية من   –ىي   

نّو يمكن كما أوضحنا سابقاً، إلا أ   ليست تمثيلات جزئية من   
   بالاعتماد عمى التمثيلات    بناء تمثيل يماثل 

 ، وىذا ما ستبينو المبرىنة التالية. 
         ، حيث    عمى الفضاء   تمثيلًا خزولًا تماماً لزمرة لي   ليكن مبرىنة: 4.9. 

    
      

 ، 
      عندئذٍ 

     

       

 . 
     الإثبات: بما أنّ 

    
      

 ، بحيث: فضاءات جزئية من   –ىي                 ، فإنّ 
             

 يكون:  تممك تمثيلًا عمى   وبما أنّ 
                           

                                               

 وعميو يكون:
     

    
      

  

 أي أنّ:
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 . يماثل مجموع مباشر لثنوية تمثيلات جزئية من    لزمرة لي المتراصة   كل تمثيل ثنوي  :نتيجة 4.10. 
   ، عندئذٍ إذا كان بما أنّ كل تمثيل لزمرة لي المتراصة ىو تمثيل خزول تماماً الإثبات: 

   فإنّ: ،    عمى الفضاء   لـ تمثيلاً 
     

    
      

 
 يتم المطموب. (4.9)، وحسب المبرىنة  فضاءات جزئية من   –ىي               حيث 
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