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 المقدّمة:  –أوّلًا 
 الإرغهديّةمتهسط  يكهن ي انعكاسفزاء باناخ في أ ثْبِت  أنَّ كلَّ مهثّخٍ محجود القهى 

ل فزاءات باناخ ذات لأج صحيح   أنَّ العكذ   - ,مَّ ب يّن  في ، ث  ((- , - , -  ,))انظخ
تي قاعجة شاودر. فيسا يمي سشحكخ )في القدم الثّاني( بعض السفاهيم الأساسيّة ال

عيفة*، قاعجة ية في فزاءات باناخ، التّبهلهجيا الزّ نعكاسسشحتاجيا لاحقاً، ألا وىي: الا
السؤثّخات الخظّيّة والشّظخيّة الإرغهديّة. سشهرد )في القدم الثّالث( مثالًا بديظاً عن شاودر، 

.  فزاء الستتاليات الستقاربة  في مؤثّخ محجود القهى غيخ متهسط الإرغهديّة معخَّف
ي ذي قاعجة شاودر أنَّو تهجج انعكاسسشثبت )في القدم الخّابع( لأجل فزاء باناخ غيخ 

م )في القدم جّ معيشة. سشق اً من السؤثّخات الإسقاطية تحقّق شخوط    (  )متتالية 
 فزاء باناخ غيخ فيالإرغهديّة  الخامذ( عخضاً لإنذاء مؤثّخ محجود القهى غيخ متهسط

، وبحيث يغجو    (  )ي ذي قاعجة شاودر بالاستفادة من متتالية الإسقاطات انعكاس
 من ىحا الإنذاء.السثال )في القدم الثّالث( حالةً خاصّةً 

 مفاهيم أساسيّة: –ثانياً 
 Reflexivity in Banach Spaces ية في فضاءات باناخ:نكااسالا  – 2.1

(, -    ) 
 الفزاء الثّشهي  (   ‖ ‖    )و  (  ‖ ‖   )فزاء  باناخ، وليكن  ( ‖ ‖  )ليكن 

Dual Space  عمى التّختيب.  ( ‖ ‖  )الأوّل والثّاني لـ 
( ‖ ‖  )  ثسّة تظبيق    Canonical )يجعى التّظبيق القانهني (   ‖ ‖    ) 

Mapping :معخَّف  كسا يمي ) 
( دالي  خظّيٌّ مدتسخ  عمى     )حيث  ( )   إنَّ التّظبيق     لأيّ 

( )(( ) )، ويتحقّق ( ) ولشخمد لو بـ     ، لحلك ىه عشرخ من (  ‖ ‖   )  

 خظّيٌّ وإيدومتخي   . من الهاضح أنَّ التّظبيق     ولأيّ     لأيّ  ( ) 
Isometric  مع   (. لحلك، من السسكن مظابقة    لأيّ    ‖ ‖     ‖( ) ‖)أي

. إذا كان التّظبيق       ونكتب )تجاوزاً(   باستخجام التّظبيق     فزاء جدئي من 
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      أمّا إذا كان ، Reflexive ي  انعكاس  يقال  إنَّ الفزاء       غامخاً أي   
 ي.انعكاسغيخ    يقال  إنَّ الفزاء 

 ية:نعكاسالاأمثمة عمى فزاءات باناخ 
                         وذلك لأنَّ  ؛يانعكاسباناخ ىه فزاء  ( ‖ ‖  )م مشتيي البعج فزاء مشظَّ  أي   (1

                  .(, -     ) 
 (     - ,)ية. انعكاسىي فزاءات        حيث    وال فزاءات الجّ  (2
ية. انعكاسىي فزاءات        حيث    فزاءات الستتاليات  (3

(, -      ) 
 (      - ,)ي. انعكاسىه فزاء  ( 〈   〉  )فزاء ىيمبخت  أي   (4

 ية:نعكاسأمثمة عمى فزاءات باناخ غيخ الا
 (          - ,)يين. انعكاسىسا فزاءان غيخ    و   وال فزاءا الجّ  (1
 (      - ,)يين. انعكاسىسا فزاءان غيخ    و   فزاءا الستتاليات  (2
)فزاء الستتاليات الستقاربة من    )فزاء الستتاليات الستقاربة( والفزاء   الفزاء  (3

 (      - ,)يين. انعكاسفخ( ىسا فزاءان غيخ الرّ 
   Weak* Topology:  على  (    ) عيفة* التّبولوجيا الضّ  – 1.1

(, -      ) 
كسا    ‖ ‖ظيم أضعف من تبهلهجيا الشّ    السسكن تعخيف تبهلهجيا أخخى عمىمن 
 :يأتي

أضعف )أخذن(  شهي. إنَّ فزاءه الثّ  (  ‖ ‖   )فزاء باناخ و ( ‖ ‖  )ليكن 
  :ظبيقاتالتي تجعل جسيع التّ    تبهلهجيا عمى 

   ( )          (   ) 
  .   ( عمى (    ) عيفة* )أو بهلهجيا الزّ التّ  تدسَّى مدتسخةً 
 (     - ,) مبرهنة: – 2.1.1
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متتاليةً     (  )فزاءه الثّشهي. لتكن  (  ‖ ‖   )فزاء باناخ و  ( ‖ ‖  )ليكن 
 محقّقة: تيةإنَّ القزايا الآ.     و   من عشاصخ 

  .Hausdorff فزاء ىاوسجورفي ((    )    )إنَّ  (1
ىه أن  (    ) في   من     (  )الذّخط اللّّزم والكافي لتتقارب الستتالية  (2

( )      يكهن 
    
 .    لأيّ  ( )     →

  إذا كانت  (3
    
  فإنَّ    ‖ ‖بالشّدبة لمشظيم       →

    
في       →

 )العكذ غيخ صحيح بالزّخورة(. .(    ) 

 Schauder Basis قاعدة شاودر: – 2.1

 (      - ,       - ,) تكريف: – 2.2.1
من     (  )عن متتالية  فزاء باناخ غيخ مشتيي البعج. يقال   ( ‖ ‖  )ليكن 

تهجج متتالية وحيجة من      إذا كان لأيّ   لـ  يا قاعجة شاودرإنَّ   عشاصخ 
∑    بحيث أنَّ     (  )مسيات الدّ      

  
 :، أي   

   
    

∑    

 

   

   

 . ‖ ‖حيث التّقارب بالشّدبة لمشظيم 
مفيهم قاعجة  (، فإنَّ          فزاء باناخ مشتيي البعج ) ( ‖ ‖  )إذا كان 

 السفيهم الجبخي لمقاعجة.  عيتظابق م شاودر
 بـ:     لأيّ  خات الإسقاط الإحجاثيةف عشجئح مؤثّ وتعخَّ 

                  ∑    

  

   

   ( )        

 بـ:     تعخَّف لأيّ فخات السجاميع الجدئية مؤثّ ا أمّ 

                  ∑    

  

   

   ( )   ∑  ( )

 

   

 ∑    
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عمى الفزاء الجدئي السغمق   ي مدتسخ لـ إسقاط خظّ مؤثّخ (   )    إنَّ 
( )   فإنَّ      (، ولأيّ +  *    ) +           *    

    
بالشّدبة       →

محجودة (    (  ))وكحلك السؤثّخات     (  )السؤثخات  وكسا أنَّ  ، ‖ ‖لمشظيم 
( ) ‖  ‖      أي  بانتظام؛  ( ) ف عمى ظيم السعخَّ الشّ  ( ) ‖ ‖. )حيث    
 (.(   ))انظخ (. ( ‖ ‖  )ة السحجودة لـ يّ خات الخظّ السؤثّ جسيع فزاء 

 (      - ,) أمثمة عمى قاعجة شاودر:
ىي قاعجة  ( ‖ ‖  )مشتيي البعج  )بالسفيهم الجبخي( لفزاء مشظَّم قاعجةٍ  أي   (1

 .  لـ  شاودر
 .  لـ  ىي قاعجة شاودر ( 〈   〉  ) ف رهل متعامجة لفزاء ىيمبخت قاعجةٍ  أي   (2
 فة بـ:والسعخَّ     (  )متجيات الهاحجة القانهنية  إنَّ  (3

    .  
( )
/
   

 {
              
              

 
 .   و        حيث    لكل من  ، ىي قاعجة شاودر    لأيّ 
 .  ىي قاعجة شاودر لـ  (           )  متجيات الهاحجة القانهنية مع  إنَّ  (4

بحيث أنَّ       (  )  . لتكن (           )      ليكن 
  

    
→      . 

  . نلّحظ أنَّ    لأيّ          و       لشعخّف 
    
→      . 

 ليكن    لأيّ 

    ∑    

 

   

     ∑(    )  

 

   

 

 نمحظ أنَّ 
     (                        ) 

 ومشو 
‖    ‖     

     
|    |     

     
|  | 

 لحلك
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‖    ‖     
    

   
     

|  |    

   (  )وبالتّالي تذكّل الستجيات 
 .  قاعجة شاودر لمفزاء    

فة بـ:    (  )الستجيات  إنَّ  (5  السعخَّ
   .  

( )
/
   

  {
             
              

 
 .  لـ  ، ىي قاعجة شاودر    لأيّ          
 تكريف:  – 1.2.1
 :   (  )القاعجة  . يقال إنَّ    (  )قاعجة شاودر  وفزاء باناخ ذ ( ‖ ‖  )ليكن 

 (      -  ,       - ,) Shrinking انكساشية: (1

 :فإنَّ       إذا كان لأيّ 
   

    
‖ |    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

   
*  +‖

  
   

     فإنَّ       بذكل مكافئ، لأيّ 
    
 .   ‖ ‖دبة لمشظيم بالشّ       →

 (    - ,) Boundedly Complete ة بذكل محجود:تامّ  (2

 الذخط تحقق    (  )مسيات من الدّ  متتاليةٍ  إذا كان لأيّ 
      ‖∑     

 
∑الستدمدمة  فإنَّ      ‖        

  
 . متقاربة      

 من جية وقاعجة شاودر من جية أخخى.ية نعكاستخبط بين الا تيةالسبخىشة الآ
 (      - ,)مبرهنة:  – 2.2.1
إذا  ي  انعكاس   عشجئح: إنَّ  ،   (  )قاعجة شاودر  وفزاء باناخ ذ ( ‖ ‖  )ليكن 

 . محجودٍ  ة بذكلٍ وتامّ  انكساشيةً     (  )وفقط إذا كانت القاعجة 
 Bounded Linear Operators :المؤثّرات الخطّيّة المحدودة – 3.1

(, -          ) 
( ‖ ‖  )  ليكن  . ( ‖ ‖  )اً محجوداً لفزاء باناخ يّ خاً خظّ مؤثّ  ( ‖ ‖  ) 

ابت ووسط لشهاة، مجى، الفزاء الثّ  - ,  و ( )   ، ( )   ، ( )   لشخمد بـ 
 أي: عمى التّختيب،  تكخار لـ   ل سيدارو لأوّ 
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   ( )   *            ( )    + 
   ( )   * ( )            +   ( ) 

   ( )   *            ( )   +     (    ) 
 .  خ السظابق لـ السؤثّ    حيث 

  , -   
 

 
∑  
   

   

 
      

        

 
 

   . ونكتب ( ‖ ‖  )محجود لفزاء باناخ  يٌّ خ خظّ ، مؤثّ     ، لأيّ - ,   وإنَّ 
 بذ. إن أمن المّ  - ,  عهضاً عن 

 . إنَّ ( ‖ ‖  )ة السحجودة لفزاء باناخ يّ خات الخظّ فزاء جسيع السؤثّ  ( ) ليكن 
 السداواة:

‖ ‖ ( )      
   
‖ ‖   

‖ ( )‖               ( ) 

( ) ‖ ‖، وإذا كان ( ) ف نظيساً عمىتعخّ   تقميري  خ السؤثّ  يقال إنَّ    
Contraction. 

ة من ممتدمد قارب بالإطلّق لأيّ التّ  فزاء باناخ. لحلك إنَّ  (( ) ‖ ‖ ( ) ) إنَّ 
 يقتزي تقاربيا.  ( ) عشاصخ 
 (          - ,)تكريف:  – 2.3.1

 و:إنَّ  ( )   خ عن مؤثّ  يقال  
 ‖      إذا كان  Power Bounded محجود القهى  (1

 ‖ ( )    . 
( ) ‖  ‖      إذا كان  Cesaro Bounded محجود وفق مفيهم سيدارو (2  

   . 
محجود  ( )   خ مهثّ  كلَّ  خ تقميري يكهن محجود القهى، وأنَّ مؤثّ  كلَّ  من الهاضح أنَّ 

 ق القهى يكهن محجوداً وفق مفيهم سيدارو ويحقّ 

 
  ( )

    
 .     لأيّ        →

 Ergodic Theory: الإرغوديّةالنّظريّة  – 4.1

 (      - ,)تكريف:  – 2.4.1
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 إذا كانت الشّياية: Mean Ergodic الإرغهديّةمتهسط و إنَّ  ( )   خ عن مؤثّ  يقال  

   
    

  ( )     
    

 

 
∑  ( )

   

   

 

 .    لأيّ  مهجهدةً 
 (      - ,)مبرهنة:  – 1.4.1
  محجوداً وفق مفيهم سيدارو بحيث أنَّ خاً مؤثّ  ( )   ليكن 

 
  ( )

    
 لأيّ        →

 ( )     إذا وفقط إذا كان  الإرغهديّةمتهسط    . عشجئح إنَّ    

   ̅̅ ̅̅ ̅(    ) . 
 : الإرغهديّةمتهسظة أمثمة عمى مؤثّخات 

 (      - ,). الإرغهديّةمتهسط  فزاء ىيمبخت يكهن  فيخ تقميري مؤثّ  كل   (1
 Measure Preserving نظاماً محافظاً عمى القياس (       )إذا كان  (2

System  ق تظبيق قيهس يحقّ       فزاء احتسالي و (     ))أي
 ( )  Koopman Operator مؤثخ كهبسان   ( و    لأيّ  (( )   )  

 ف بـ:والسعخَّ   السهافق لـ 
    

 (     )    (     )              ( )       
 (      - ,). الإرغهديّةمتهسط     . فإنَّ        لأيّ 
. الإرغهديّةمتهسط  ي يكهن انعكاسفزاء باناخ  فيخ محجود القهى مؤثّ  كل   (3

(, -      ) 
خ تقميري مؤثّ  كلَّ  الث وذلك لأنَّ من السثال الثّ  ة  خاصّ  ل ىه حالة  السثال الأوّ  لاحظ أنَّ 

 ي. انعكاسفزاء ىيمبخت ىه فزاء باناخ  يكهن محجود القهى وكلَّ 
قاعجة شاودر،  الث لأجل فزاءات باناخ ذاتالعكذ صحيح في السثال الثّ  أنَّ  - ,أثبت 

ي إذا وفقط إذا انعكاس   فزاء باناخ ذا قاعجة شاودر. عشجئح إنَّ  ( ‖ ‖  )أي: ليكن 
 قةً وتبقى ىحه السبخىشة محقّ  .الإرغهديّةمتهسط محجود القهى  ( )   خ مؤثّ  كان كل  
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( ذا قاعجة وتامٌّ  اً ومتهر  يّ محمّ  ب  محجَّ  تبهلهجي   متجيي   فزاء فخيذيو )فزاء    إذا كان 
 (          - ,)شاودر. 

 (      - ,) المثال في حالة خاصّة: –ثالثاً 
 ‖ ‖ف بـ معخَّ   ‖ ‖ظيم حيث الشّ فزاء الستتاليات الستقاربة  ( ‖ ‖  )ليكن 

ي ذو انعكاس غيخفزاء باناخ    إنَّ  . من     (  )   لأيّ  |  |        
 قاعجة شاودر. 

   بحيث أنَّ  ,   -من عشاصخ السجال  متدايجةً  متتاليةً     (  )لتكن 
    
→      . 

 خ:ف السؤثّ لشعخّ 
  (  ‖ ‖ )  (  ‖ ‖ )            (  )     ( )   (    )    

( )  من الهاضح أنَّ   ، وذلك لأنَّ      (  )   لأيّ       (    ) 
 ق أيزاً:وتحقّ  ،متقاربة    (    )الستتالية 

   
    

(    )  .    
    

  / .    
    

  /  ( ) .    
    

  /     
    

   
 : وذلك لأنَّ  ؛)وضهحاً( وتقميري يٌّ خظّ   خ السؤثّ  إنَّ 

 :فإنَّ      لأيّ         بسا أنَّ 
|    |  |  ||  |    |  |  ( )|  |  |  |               

|    |      ومشو  الي وبالتّ   ‖ ‖  ‖( ) ‖أي  |  |       
‖ ‖ ( )  تقميري فيه محجود القهى.   والسؤثخ     

 : وذلك لأنَّ )وضهحاً( ومتباين  محجود   يٌّ خظّ  خ  مؤثّ    . نلّحظ أنَّ        لشزع 
 :فإنَّ  ( )       (  )  ليكن 

 ( )               (    )( )                 ( )   ( ) 
      ( 

 
)
   

 (    )   
            

 
               

       :الي، وبالتّ     ومشو      لأيّ       فإنَّ      لأيّ       بسا أنَّ 
   ( )  *  + . 
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 ومشو(    )                 لجيشا       (  )   لأيّ 
                 (    ) (       )       أي        

( ) ومشو  ( )    ، أي        . 
̅̅    فإنَّ   في  كثيفٍ  غيخ      وبسا أنَّ  ̅̅ ̅( )    ̅  الي:. وبالتّ   

   ( )    ̅̅ ̅̅ ̅( )    
( )   لكن  ̅̅   و  ( )     ̅̅ ̅( )     ̅̅ ̅̅  ، أي:(    )̅

   ( )    ̅̅ ̅̅ ̅(    )    
 . الإرغهديّةغيخ متهسط   السؤثخ إنَّ  /     .فحدب السبخىشة 

، إذا من الإنذاء العام )في القدم الخامذ( ة  خاصّ  ابق ىه حالة  السثال الدّ  إنَّ      
خات الإسقاط عمى )التي ستعخف لاحقاً( ىي مؤثّ    و   و    اختخنا 

 .  قاعجة شاودر لـ     (  )حيث  +  *    و  +           *    
  :   (  )ية ومتتالية الإسقاطات نكااسالا  –رابكاً 
 :بحيث أنَّ  ( ) في     (  )و تهجج متتالية فزاء باناخ. ولشفخض أنَّ  ( ‖ ‖  )ليكن 

 . ( ) ‖  ‖         و  ( ) في  محجودة      (  )  (1

 . +   *         فإن        لأيّ  (2

:انعكاس ( ‖ ‖  )أنَّو إذا كان  (      -  ,)أثبت   ياً، فإنَّ
  (⋃   (  )

   

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
) (⋂   (  )

   

)          ( ) 

⋃عمى   لـ   سقاط إمؤثّخ لحلك، من السسكن تعخيف     (  )   
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  : ، وبحيث أنَّ ̅̅

( )  ‖ ‖ ( ) ( )   فإنَّ      ، ولأيّ   
    
 . ‖ ‖بالشّدبة لمشظيم  ( )     →

 .           : فإنَّ      لأيّ  (  )
(   )     ( )  ⋂    (  )   . 
(  )     ( )  ⋃    (  )   

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 
 خطين:( الذّ ( )و  ( )خطين ق )إضافة إلى الذّ تحقّ     (  )الستتالية  لشفخض الآن أنَّ 
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3) ⋂    (  )    *  + . 

4) ⋃    (  )   
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅    . 

و  ( )خطين تقتزي عجم إمكانية تحقق الذّ  ( ) ياً فإنَّ انعكاس  و إذا كان نلّحظ أنَّ 
 :، وذلك لأنَّ معًابآن  ( )

⋂   (  )

   

 *  +            ⋃   (  )

   

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
   

ابقة يجب أن يكهن خوط الأربعة الدّ تحقق الذّ     (  )لحلك، لتتهفخ احتسالية وجهد متتالية 
 :أتيي وذا قاعجة شاودر نجج ما يانعكاسغيخ   ي، وإذا كان انعكاسغيخ   الفزاء 

 مبرهنة: – 2.3
ي ذا قاعجة شاودر. عشجئح تهجج متتالية انعكاسفزاء باناخ غيخ  ( ‖ ‖  )ليكن 

  :قتحقّ  ( ) في     (  )
 . ( ) في  محجودة      (  ) إنَّ  (1

 . +   *          فإنَّ        لأيّ  (2

3) ⋂    (  )    *  + . 

4) ⋃    (  )   
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅    . 

   إنَّ  ( )حدب  ومحظ أنَّ ن
 لأيّ  Projection سقاطخ إمؤثّ    ، أي     لأيّ      

    . 
 البخىان:

 . قاعجة شاودر لـ     (  ) لشفخض أنَّ 
ة بذكل ا غيخ انكساشية أو غيخ تامّ إمّ     (  )القاعجة  إنَّ  /     .سبخىشة الحدب 

 محجود. 
 لى:الحالة الأوّ 

        بحيث أنَّ      و يهجج غيخ انكساشية فإنَّ     (  )القاعجة  بسا أنَّ 
بالشّدبة لمشظيم  غيخ متقاربة    (    )الستتالية  . عشجئح إنَّ   ‖ ‖دبة لمشظيم بالشّ 
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لكان    ‖ ‖دبة لمشظيم بالشّ      و له كانت متقاربة من عشرخ وذلك لأنَّ    ‖ ‖
    

    
     ، وبسا أنَّ (    ) في       →

    
و  (    ) في       →

    أي      ىاوسجورفية فإنَّ  (    ) 
    
وىحا    ‖ ‖دبة لمشظيم بالشّ       →

𝜀تشاقض. لحلك يهجج  من الأعجاد الظبيعية بحيث     (  )ومتتالية متدايجة تساماً    
 :أنَّ 

‖             ‖  
 𝜀 

 و:    ‖  ‖ بحيث أنَّ   من عشاصخ     (  )، وتهجج متتالية     وذلك لأيّ 
| .     (  )     (  )/|  |(             )(  )|  

𝜀

 
 

 .     وذلك لأيّ 
    و  (  )(         )    ليكن 

  

 (  )
 لأيّ     ‖  ‖  ‖  ‖: فإنَّ  

(  ) و     ‖  ‖محجودة، و     (  )، أي الستتالية      .     لأيّ    
 لشعخّف:

  ( )      ( )   .   ( )/    
 .     ولأيّ      لأيّ 

 :فإنَّ      ولأيَّ     لأي  ونلّحظ أنَّ 
  ( )     ( )   .   ( )/       ( ) 

 :وذلك لأنَّ 
 (  ( ))   .   ( )   .   ( )/   /

  .   ( )/   .   ( )/ (  ) 
  .   ( )/   .   ( )/ ( )   .   ( )/   .   ( )/    

 ق السظمهب. تحقّ     (  )الستتالية  لشثبت أنَّ 
 :فإنَّ      ولأيّ      لأيّ 
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‖  ( )‖  ‖   ( )‖ 
 | .   ( )/| ‖  ‖ 

 ‖ ‖  ‖ ‖  ‖   ( )‖ 
 ‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  

( ) ‖  ‖ومشو   .     لأيّ    ‖ ‖   
 . +   *               ولشثبت أنَّ       ليكن 

  ( )     ( )   .   ( )/               ( )     ( )   .   ( )/    
 .              ولشثبت أنَّ      دون السذ بالعسهمية لشفخض أنَّ 

(( )  )    نلّحظ أنَّ      ( ) ،   (  ( ))    ( )  
(( )  )و   (  ( ))  ، ومشو:  

  (  ( ))     (  ( ))   .   (  ( ))/       ( )   .   ( )/      ( ) 

  (  ( ))     (  ( ))   .   (  ( ))/      ( )   (  ( ))  

   ( ) 
⋂  ليكن  ( )   فإنَّ     (  )     .     لأيّ     

 :نلّحظ أنَّ      لأيّ 
   ( )     (  ( ))     (  )                   

( )   ومشو  ( )    ، وبسا أنَّ     لأيّ          
  ‖ ‖بالشّدبة لمشظيم       →

 الي:، وبالتّ      فإنَّ 
⋂   (  )

   

 *  + 

⋃ لشفخض مؤقتاً أنَّ     (  )   
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅    . 

(( )  )  بسا أنَّ  الي )الجّ        يشتج أنَّ      ولأيّ      لأيّ    
  :فخي(، ومشوالرّ 

        
    
→          

وىحا تشاقض، ومشو الفخض السؤقت خاطئ أي    ‖ ‖بالشّدبة لمشظيم 
⋃    (  )   
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅    . 
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 انية: الحالة الثّ 
مسيات و تهجج متتالية من الدّ ة بذكل محجود فإنَّ غيخ تامّ     (  )القاعجة  بسا أنَّ 

∑)الستتالية  بحيث أنَّ     (  )     
 
   )

   
السذ يا غيخ متقاربة، دون محجودة لكشّ  

 .      بالعسهمية لشفخض أنَّ 
∑    ليكن      

 
    )يهجج   متتالية محجودة من عشاصخ     (  ) فإنَّ     

 غيخ متقاربة. لكشيا ( و     لأيّ     ‖  ‖ بحيث أنَّ 
∑) ل )أي دالي الإحجاثي الأوّ      ليكن      

  
   ) (  )  (، فإنَّ        

 .     لأيّ 
 لشعخّف:

  ( )     ( )   ( )   
 .    ولأيّ      لأيّ 

 :فإنَّ      ولأيّ      لأيّ  ونلّحظ أنَّ 
  ( )    ( )   ( )      ( ) 

∑  فإنَّ     ليكن  ووذلك لأنَّ      
  
 ، ومشو   

 (  ( ))   (  ( )   ( )  )   (∑    

 

   

     ) 

  (∑    

 

   

)     (  )       ( )          

 ق السظمهب.تحقّ     (  )الستتالية  لشثبت أنَّ 
 :فإنَّ      ولأيّ      لأيّ 

‖  ( )‖  ‖  ( )‖  | ( )|‖  ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖   
( ) ‖  ‖ومشو   .     لأيّ    ‖ ‖    
 . +   *               ولشثبت أنَّ       ليكن 

  ( )    ( )   ( )              ( )    ( )   ( )   
 .              ولشثبت أنَّ      دون السذ بالعسهمية لشفخض أنَّ 



 الخطيب، قابيل، صبح                                   المؤثرّات محدودة القوى غير متوسطة الإرغوديةّ

214 
 

(( )  )  نلّحظ أنَّ     ( ) ،  (  ( ))    ( ) 
(( )  ) و   (  ( ))  ، ومشو:  

  (  ( ))    (  ( ))   (  ( ))     ( ) 
  (  ( ))    (  ( ))   (  ( ))     ( ) 

⋂  ليكن  ( )   فإنَّ     (  )     .     لأيّ     
( )   فإنَّ      لأيّ  ( )  ، لكن   ( )  

    
ومشو   ‖ ‖بالشّدبة لمشظيم       →

 ( )  
    
غيخ متقاربة     (  )الستتالية  وبسا أنَّ ،  ‖ ‖بالشّدبة لمشظيم       →
( )  ندتشتج أنَّ  ( )  . أي     الي:، وبالتّ     ومشو ،     لأيّ     

⋂   (  )

   

 *  + 

⋃ لشفخض مؤقتاً أنَّ     (  )   
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅    . 

(( )  )  بسا أنَّ  الي )الجّ        يشتج أنَّ      ولأيّ      لأيّ    
(  )  فخي(، وىحا تشاقض لأنَّ الرّ  . ومشو الفخض السؤقت خاطئ أي     لأيّ    

⋃    (  )   
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   . 

 (   )السبخىشة  قاعجة شاودر، حدب وي ذانعكاسفزاء باناخ غيخ  ( ‖ ‖  )ليكن 
: ( ) في     (  )تهجج متتالية   بحيث أنَّ

 . ( ) ‖  ‖          لشفخض أنَّ و  ( ) محجودة  في     (  ) (1

 . +   *         فإنَّ       لأيّ  (2

3)  ⋂    (  )    *  + . 

4)      ⋃  . ( ‖ ‖  )ليذ كثيفاً في     (  )   

 لشعخّف السؤثّخات:
      ( )                                     

⋂من الهاضح أنَّ     (  )    *  +:  ، وذلك لأنَّ
  ⋂   (  )

   

              (  )                    ( )            
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        ( )      ( )                        ( )      ( )     
   

:    لحا لأيّ   فإنَّ
  ( )      ( )      ( )    ( )     

⋂  ، ومشو    لأيّ  (  )     أي   ، وبالتّالي:+  *    (  )   
⋂   (  )

   

 *  +          ( ) 

نسيّد     (  )لمستتالية  ( ). من البشج      لأجل      لشحدب السقجار 
 حالتين:

:    إذا كان   فإنَّ
     (       )                   *   +      *     + 

            
 :فإنَّ     إذا كان 

     (       )                   *   +      *     + 

         ( ) 
 أي:

     {
                       
  ( )                 

          (  ) 
 .      وذلك لأجل 

 :  المؤثّر  إنشاء – 2.4
   ، مؤثّخاً خظّيّاً محجوداً    (  )من متتالية السؤثّخات الإسقاطيّة  بالاستفادةسششذئ، 

ىه   . إنَّ        سيعخَّف عمى شكل مجسهع متدمدمة متقاربة. ومن ثمَّ نزع 
ستفادة من وذلك بإثبات أنَّو محجود القهى وغيخ متهسط الإرغهديّة، بالا ،السؤثّخ السشذهد

( )   كهن  (    )   و  ( )         ( ) . 
  بحيث أنَّ  ,   -متتاليةً متدايجةً من عشاصخ السجال     (  )لتكن 

    
. عشجئح      →

 :  فإنَّ
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∑‖(       )  ‖ ( )

  

   

 ∑|       |‖  ‖ ( )

  

   

 

  ∑(       )

  

   

  (    )     

∑وبالتّالي الستدمدمة (       )  
  
في فزاء باناخ  متقاربة بالإطلّق    

: ( )   فيي متقاربة، ومشو يهجج  (( ) ‖ ‖ ( ) )  بحيث أنَّ

  ∑(       )  

  

   

 

 ولشعخّف:
        

 خظّيٌّ ومحجود  )وضهحاً(.   إنَّ السؤثّخ 
: (  )من   يشتج أنَّ

  ∑(    
    

 )  

  

   

 ∑(    
    

 )    

  

   

 

 ∑(    
    

 )(  ( ))

   

   

 ∑(    
    

 )  

  

   

 (    
 )            (   ) 

 .    وذلك لأيّ 
 : قوى المؤثّر  – 1.4
:    ولأجل  (   )من   يشتج أنَّ

      (    )            (    )        
 .    وذلك لأيّ 

   نحرل عمى   تبجيمي مع جسيع السؤثّخات  بسا أن السؤثّخ
    

 .    لأيّ     
 نجج: (   )من 

  (   ∑(    
    

 )  

  

   

)    
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 ولحلك: .   وذلك لأيّ 

   (   (   ∑(    
    

 )  

  

   

))  ⋂   (  )

   

 

: ( )لحلك من   نجج أنَّ

      ∑(    
    

 )  

  

   

               

:  يتختب عمى ذلك أنَّ السؤثّخ   محجود القهى، وذلك لأنَّ

‖  ‖ ( )    ∑(    
    

 )‖  ‖ ( )

  

   

    ∑(    
    

 )

  

   

 

    (    
 )      

 :الإرغوديّةغير متوسط   الموثّر  – 2.4
.   لشبيّن أوّلًا أنَّ السؤثّخ   متباين 

( ) فإنَّ  ( )     ليكن  :    ولأجل  (   ). من      يشتج أنَّ
     (  )    ( ( ))  (    )  ( ) 

( )  فإنَّ     لأي        وبسا أنَّ                           لحا،    لأيّ     
  ⋂  متباين، وبالتّالي:  خ أي السؤثّ  +  *    (  )   

   ( )  *  + 
( )   نجج أنَّ   من تعخيف  ، ومشو  ليذ كثيفاً في  ( )   ، ولحلك  ̅  
: الإرغهديّة،غيخ متهسط          وذلك لأنَّ

   ( )    ̅̅ ̅̅ ̅(    )     ( )    ̅̅ ̅̅ ̅( )    
  . وبحلك يتم السظمهب./     .وذلك حدب السبخىشة 
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