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Abstract 
In this article, we presented an improvement to a locally uniformly 

approximation of Riemann zeta function, and we found in the numerical 

results that the approximation using the adjustment we defined gives a 

lower error in approximation and velocity in reaching the required 

results, and the domain of convergence in the method presented in this 

article is greater. We calculated all numerical results using Wolfram 
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مقدمة: . 1  
نظراا لأهمية توابع زيتا وتطبيقاتها في العصر الراهن وفرضية ريمان حول أصفار 

منا في هذه ، قالتابع زيتا الريماني التي كانت ومازالت عصية الحل على العلماء
بانتظام لتابع زيتا  موضعياا    ةقاربمتال  ةمتتالية من التوابع الكسريبدراسة    المقالة  

هذه الطريقة   لاحظنا أثناء الحسابات أن ولكن، [1]في المقالة  ةمعرفوالالريماني 
ن هذا الوقت يزداد بازدياد مرتبة التقريب  إ، حيث  لبناء التقريب   اا كبير   اا وقتتطلب  ت

الناتج،   مجال التقارب على المستقيم    طول  بالإضافة إلى أنوالتعقيد الحسابي 
عند    بطيءأصفار التابع زيتا صغير جداا وهو يكبر بشكل    يحوي الحرج الذي  

تعاني هذه الطريقة صعوبة بالغة في دراسة أصفار  ومنه  ازدياد مرتبة التقريب،  
وجدنا بالحسابات    ، فمثلا التابع زيتا حيث نحتاج في ذلك مراتب تقريب عالية جداا 

  يحوي متقارب نحو التابع زيتا في مجال  تابع    لإيجاد   العددية في هذه المقالة أنه
 . مليون  1,3ر من  بأكأن تكون مرتبة التقارب  يجب لتابع زيتا،  الصفر الأول

التقريب أفضل  صبح  يل  ،التقريب السابقة   لخوارزميةفي مقالتنا هذه تعديلا    قدمنالذا  
 من حيث:  

 .بسرعة أكبربخطأ أقل و  اا عطي تقريبيالتقريب المعدل  :أولاا 
 أفضل وفي مجال أكبر. تقريبيةعطي نتائج  يثانياا: التقريب المعدل 

ومع ذلك لم نتمكن من الوصول إلى أصفار تابع زيتا الريماني، لان الطريقة بعد 
التعديل ما زالت بطيئة وتحتاج إلى حواسيب ضخمة ومعالجات سريعة للوصول  

بازدياد مرتبة التقريب، ولا يمكن    اا تابع التقريب يزداد تعقيد   ن إحيث  إلى الأصفار،  
لا أن التعديل الذي  إمعالجة المراتب العالية جداا باستخدام حواسيب شخصية،  
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هامة  قدمناه إضافية  سرعة  التقريب   ،أعطى  في  أكبر  استثماره    ،ودقة  ويمكن 
ذي عند المستقيم الحرج ال  بشكل خاص للوصول إلى تقريب أفضل لتابع زيتا و 

  التحليلية   خواص المركز اهتمام الكثير من العلماء بهدف التعرف أكثر على    عد  ي  
 عند هذا المستقيم والوصول إلى حل لفرضية ريمان.   زيتا الريمانيتابع ل

 تعاريف ومفاهيم أساسية:. 2
   نيزيتا الريما تابع. 1_ 2
 كما يلي:  𝑠  بمتغير عقدي الريمانيزيتا  تابععرف ي  

𝜁(𝑠) = ∑
1

𝑛𝑠
+∞
𝑛=1  
Re(𝑠)بالإطلق عندما   وتتقارب المتسلسلة في الطرف الأيمن > 1 

[3,p11].   
العقدي ما   ي على كامل المستو   تابع زيتال  تحليلي  تمديد تعريف  ريمان من    تمكنو 

   النقطة عدا
𝑠 =  : [p13,3]كما يلي ( 𝜁)التي تمثل قطباا بسيطاا لـ   1

𝜁(𝑠) =
𝜋

𝑠
2

Γ(
𝑠

2
)

(
1

𝑠(𝑠−1)
+ ∫ (𝑥

𝑠

2
−1 + 𝑥−

𝑠

2
−

1

2) (
𝜗(𝑥)−1

2
) 𝑑𝑥

+∞

1
)  

 المعرف كما يلي: Jacobi theta functionهو تابع تيتا لجاكوبي  𝜗حيث 
𝜗(𝑥) = ∑ 𝑒−𝑛2𝜋𝑥+∞

𝑛=−∞  
مع وجود أقطاب بسيطة   ℂعلى    وهو تحليلي الشهير العقديتابع غاما  هو Γو 

𝑠غير الموجبة عند النقاط الصحيحة   = 0, −1, −2, …  [3,p13] . 

 : ]10P,4[ العلقة التالية تابع زيتا الريماني  يحقق
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𝜁(𝑠) = 2𝑠𝜋𝑠−1sin (
𝜋𝑠

2
) 𝛤(1 − 𝑠)𝜁(1 − 𝑠) ; 𝑠 ∈ 𝐶 {⁄ 1}  

 .عادلة التابعيةوالتي تسمى بالم
  [3] تابع زيتا الريمانيأصفار  2_ 2
 ندرس حلول المعادلة التالية:ل

𝜁(𝑠) = 0 ;  𝑠 ∈ 𝐶 {⁄ 1}  
Re(𝑠)اذا كان > 𝜁(𝑠)  فإن  1 ≠ 0 [3,p11] . 

Re(𝑠)اذا كان  <  ما يلي:  من المعادلة التابعيةنجد ، 0
Re(𝑠)بما أن   < Re(1فإن    0 − 𝑠) > 𝜁(1ومنه    1 − 𝑠) ≠ كما رأينا   0

2𝑠𝜋𝑠−1𝛤(1أيضاا  سابقاا ولدينا  − 𝑠)  وبما أن: ، اا لا تقبل أصفار 
sin (

𝜋𝑠

2
) = 0 ⇔ 𝑠 = −2𝑘   &  𝑘 ∈ 𝑁∗  

ين  فإن  ومنه الريماني  زيتا  السالبة تابع  الزوجية  النقاط  عند  عدم 
−2, −4, −6, −8, الريماني  . [p14,3]بديهية  اا وتسمى أصفار   …   لتابع زيتا 

 لأنها تنتج بسهولة. 
المجال   يبق 0لدينا  ≤ Re(𝑠) ≤ وي سمى ي    ذيوال  1 الحرجة  بالمنطقة  سمى 

 المستقيم 
 Re(𝑠) =

1

2
يوجد عدد أنه    Hardyواثبت العالم  ،   [p15,3]بالمستقيم الحرج  
 .[p26,3]واقعة على المستقيم الحرج  𝜁صفار لـ  الأ غير منتهٍ من 

 Riemann Hypothesis  فرضية ريمان 3_ 2
عدد قل من  الأعدد الأعداد الأولية    " حول  ]7[  نشر ريمان مقالته  1859عام  

 معطى" 



 أبو العينين، الشيخ، شمه                                                      تقريب كسري معدل لتابع زيتا الريماني

339 
 

   David R. Wilkins  من قبلإلى اللغة الإنكليزية    والتي ترجمت من الألمانية  
حول    هنتائجريمان في مقالته السابقة    وضعحيث  ،  [3,126]كما ورد في المرجع  

1يساوي    اا حقيقي   اا بديهية وفرض أنها تملك جزءالغير    𝜁أصفار التابع  

2
  ],p15[3. 

سم يت بفرضية ريمان، وإلى يومنا هذا   لذا  ،ولكن نتائجه كانت بدون برهان كامل
ت   وهي  الفرضية  لهذه  برهان  يوجد  في  لا  المفتوحة  المسائل  أهم  من  واحدة  عد  

 الرياضيات وأعقدها على الإطلق.
 تقريب تابع زيتا  4_ 2

،  او بدون برهان  مجهولةا   التحليلية  نظراا لوجود العديد من خواص تابع زيتا الريماني
، فإن إيجاد  الريماني  بالإضافة لوجود العديد من المسائل المفتوحة حول تابع زيتا

الريماني   لتابع زيتا  مألوف  تقريب  خطوة هامة في معرفة خصائص    ي عد  بتابع 
 المستقيم الحرج.التابع في المستوي العقدي وبشكل خاص عند 

-Riemannالتابعتعريف  هو ولعل أهم الأعمال حول تقريب تابع زيتا الريماني  

Siegel  حيث التابع    ،  على  اعتماداا  خوارزميات  عدة  بناء  -Riemannتم 

Siegel     منها الخوارزمية المعروضة في المقالة[6,P5]    وخوارزميةOdlyzko-

Schonhage   صفر غير بديهي لتابع    1013اول  ، والتي تم من خللها إيجاد
  .[p2,8]  كما ورد في المرجع  2004عام    Gourdonمن قبل العالم    زيتا الريماني

خلل   من  يتم  زيتا    الخوارزميات حيث  لتابع  الحرج  المستقيم  بتقريب  السابقة 
ب التابع  Riemann-Siegel  حقيقي التابع  ال الريماني  تقريب  يتم  أي   ،

𝜁 (
1

2
+ 𝑖𝑡)   فقط حيث𝑡 ∈ ℝ  وليس التابع ،𝜁(𝑠)  حيث𝑠 ∈ ℂ. 
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  على الساحة العقدية   لتابع زيتا الريمانيمحلياا  تقريباا    ]1,2p,1[عرضت المقالة  
 يلي:  كما  بمتتالية من التوابع الكسرية

𝑚من اجل   ≥  الحدودية: عر فت ،  0
𝑃𝑚(𝑡) = (1 − 𝑡) (1 −

𝑡

2
) … (1 −

𝑡

𝑚
) = ∏ (1 −

𝑡

𝑗
)𝑚

𝑗=1  
𝑗حيث  𝑗𝑎𝑚,𝑗(1−)ولتكن   = 0, … 𝑚   معاملت𝑃𝑚(𝑡)  ،أي: بعد النشر 

𝑃𝑚(𝑡) = ∑ (−1)𝑗𝑎𝑚,𝑗𝑡𝑗𝑚
𝑗=0  

 : التابع وع رف
𝐹𝑚(𝑠) = ∑

𝑎𝑚,𝑗𝐵𝑗

𝑠+𝑗−1

𝑚
𝑗=0  

 : النشر، والتي ت عطى من خلل هي أعداد برنولي 𝐵𝑗حيث 
𝑧

𝑒𝑧−1
= ∑

𝐵𝑗

𝑗!
𝑧𝑗+∞

𝑗=0  
𝐵0حيث  = 1   ،  𝐵1 = −

1

2
. 

 : عبأيضاا التا  وع رف
𝐺𝑚(𝑠) = ∑

(−1)𝑗𝑎𝑚,𝑗

𝑠+𝑗−1

𝑚
𝑗=0  

 لتابع زيتا الريماني ي عطى بالعلقة:  𝑚التقريب الكسري من المرتبة  إن  
𝑍𝑚(𝑠) =

𝐹𝑚(𝑠)

𝐺𝑚(𝑠)(𝑠−1)
  

𝑚على سبيل المثال من أجل   = 3 : 
𝐹3(𝑠) =

1

𝑠−1
−

11

12𝑠
+

1

6(𝑠+1)
=

3𝑠2+10𝑠+11

12(𝑠−1)𝑠(𝑠+1)
  

𝐺3(𝑠) =
1

𝑠−1
−

11

6𝑠
+

1

𝑠+1
−

1

6(𝑠+2)
=

𝑠2+6𝑠+11

3(𝑠−1)𝑠(𝑠+1)(𝑠+2)
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في    وتم اثبات التقارب بانتظام   ζمن    𝑍𝑚دراسة تقارب    ]16p,1[  وتم في المقالة

𝑅𝑒(𝑠)    المنطقة > 𝑠  النقطة )ما عدا    0 = 𝑚عندما  (  1 → مع تخمين    ∞+
  .]16p,1[ أن التقارب صحيح على كامل المستوي العقدي

𝑍𝑚يكون  و  (
1

2
+ 𝑖𝑡)  لتابع زيتا الريماني  اا جيد   اا تقريب  ζ (

1

2
+ 𝑖𝑡)  عندما  |𝑡| <

2

𝜋
ln 𝑚 ]23p,1[ . 

ه وجدنا بالنتائج العددية والحسابات الرقمية على الرغم من التقارب المنتظم، إلا أن
هذا الطريقة في التقريب بطيئة جداا في الحصول على تقريب لأصفار تابع    أن  

الريماني  على    زيتا  زيتا  لتابع  صفر  أول  أن  نعلم  حيث  الحرج،  المستقيم  في 
هو   الحرج   0.5المستقيم  + 14.13473𝑖   على زيتا  لتابع  الثاني  والصفر 

 0.5 المستقيم الحرج هو:  + 21.02204𝑖   الجزء التخيلي مقرب لأقرب خمس(
 . [p680 ,5] أرقام عشرية بعد الفاصلة(

للتابع زيتا الريماني عند المستقيم الحرج باستخدام  صفر  ومنه فإن تقريب أول  
  يكون من أجل  ]p,1 23[  الذي ي عطي نتائج جيدةضمن المجال      𝑍𝑚التابع  

2

𝜋
Ln 𝑚 ≥ 𝑚أي عندما    14.13473 ≥ 1376047 . 

  𝑍𝑚للتابع زيتا الريماني عند المستقيم الحرج باستخدام التابع  صفر  وتقريب ثاني  
2  يكون من أجل 

𝜋
Ln 𝑚 ≥ 𝑚أي عندما     21.02204 ≥ 13482046276 . 

 ( 1)مثال 
𝑚من أجل   =  يكون:، 5
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𝑃5(𝑠) = (1 − 𝑠) (1 −
𝑠

2
) (1 −

𝑠

3
) (1 −

𝑠

4
) (1 −

𝑠

5
)  

𝑃5(𝑠) = 1 −
137

60
𝑠 +

15

8
𝑠2 −

17

24
𝑠3 +

1

8
𝑠4 −

1

120
𝑠5  

 و:
𝐹5(𝑠) =

1

𝑠−1
−

137

120𝑠
+

5

16(1+𝑠)
−

1

240(3+𝑠)
  

 و:
𝐺5(𝑠) =

1

𝑠−1
−

137

60𝑠
+

15

8(1+𝑠)
−

17

24(2+𝑠)
+

1

8(3+𝑠)
−

1

120(4+𝑠)
  

 ومنه فإن: 

𝑍5(𝑠) =

1

−1+𝑠
−

137

120𝑠
+

5

16(1+𝑠)
−

1

240(3+𝑠)

(𝑠−1)(
1

𝑠−1
−

137

60𝑠
+

15

8(1+𝑠)
−

17

24(2+𝑠)
+

1

8(3+𝑠)
−

1

120(4+𝑠)
)

  

الأشكال   برسم  والتي  1)قمنا  خللها(  من  زيتا    𝑍5تقارب  لاحظنا  التابع  من 
، وذلك لصعوبة من خلل الرسم البياني  على مجالات حقيقية متعددة  الريماني

 المقارنة البيانية من أجل مجالات عقدية. 
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|ζ(4 + 𝑖𝑡)|   ; −3 ≤ 𝑡 ≤ 3  |𝑍5(4 + 𝑖𝑡)|   ; −3 ≤ 𝑡 ≤ 3  

  
|ζ (

1

2
+ 𝑖𝑡)|   ;  −3 ≤ 𝑡 ≤ 3  |𝑍5 (

1

2
+ 𝑖𝑡)|   ;  −3 ≤ 𝑡 ≤ 3  

  
|ζ(𝑥 + 5𝑖)|   ;  0 ≤ 𝑥 ≤ 3  |𝑍5(𝑥 + 5𝑖)|   ;  0 ≤ 𝑥 ≤ 3  

3 2 1 1 2 3
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ζ(𝑥)   ;  0 ≤ 𝑥 ≤ 3  𝑍5(𝑥)   ;  0 ≤ 𝑥 ≤ 3  

  
Im(ζ(𝑖𝑡))   ;  −3 ≤ 𝑡 ≤ 3  𝐼𝑚(𝑍5(𝑖𝑡))   ; −3 ≤ 𝑡 ≤ 3  

 ( 1الأشكال )
𝒁𝒎تعريف تابع التقريب   5_ 2

𝒏 
 كما يلي: 𝑛بإضافة وسيط   𝑍𝑚  بتعديل على تعريف التابع  في هذه المقالة قمنا

𝑁بتعريف حدودية من المرتبة   = 𝑚 + 𝑛  :كما يلي 

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

5

5

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

5

5

3 2 1 1 2 3

0.4

0.2

0.2

0.4

3 2 1 1 2 3

0.4

0.2

0.2

0.4
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𝑃𝑁(𝑡) = (1 − 𝑡) (1 −
𝑡

2
) … (1 −

𝑡

𝑚+𝑛
) = ∏ (1 −

𝑡

𝑗
)𝑚+𝑛

𝑗=1  
𝑗حيث  𝑗𝑎𝑚+𝑛,𝑗(1−)ولتكن   = 0, … , 𝑁   معاملت𝑃𝑁(𝑡) :أي 

𝑃𝑁(𝑡) = ∑ (−1)𝑗𝑎𝑚,𝑗𝑡𝑗𝑁
𝑗=0  

 . ولنعرف التابعين: 𝑃𝑁(𝑡)من معاملت  معاملا   𝑚أول  ولنأخذ 
𝐹𝑚

𝑛(𝑠) = ∑
𝑎𝑁,𝑗𝐵𝑗

𝑠+𝑗−1

𝑚
𝑗=0  

𝐺𝑚
𝑛 (𝑠) = ∑

(−1)𝑗𝑎𝑁,𝑗

𝑠+𝑗−1

𝑚
𝑗=0  

 :التالي 𝑚الكسري من المرتبة  تقارب التابع  راسةد قوم فيما يلي بسنو 
𝑍𝑚

𝑛 (𝑠) =
𝐹𝑚(𝑠)

𝐺𝑚(𝑠)(𝑠−1)
  

 . تابع زيتا الريمانيمن 
𝑚مثلا من أجل   = 3; 𝑛 =  نجد: 2

𝑚من أجل   =  يكون:، 5
𝑃3+2(𝑠) = (1 − 𝑠) (1 −

𝑠

2
) (1 −

𝑠

3
) (1 −

𝑠

4
) (1 −

𝑠

5
) =  

𝑃5(𝑠) = 1 −
137

60
𝑠 +

15

8
𝑠2 −

17

24
𝑠3 +

1

8
𝑠4 −

1

120
𝑠5  

 وبأخذ المعاملت:
1,

137

60
,

15

8
,

17

24
  

 يكون: 
𝐹3

2(𝑠) =
1

−1+𝑠
−

137

120𝑠
+

5

16(1+𝑠)
  

 و:
𝐺3

2(𝑠) =
1

−1+𝑠
−

137

60𝑠
+

15

8(1+𝑠)
−

17

24(2+𝑠)
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 ومنه فإن: 

𝑍3
2(𝑠) =

1

−1+𝑠
−

137

120𝑠
+

5

16(1+𝑠)

(𝑠−1)(
1

−1+𝑠
−

137

60𝑠
+

15

8(1+𝑠)
−

17

24(2+𝑠)
)

  

 
 والمناقشة  النتائج 3

𝑍𝑚بالنتائج العددية أن التقريب باستخدام  وسنبين فيما يلي  
𝑛    أفضل من التقريب

 . 𝑍𝑚باستخدام  
 ضمن المستوي العقدي  مستطيل في التقريب 2_ 3

𝑅𝑒(𝑠)لندرس التقارب في نصف المستوي العقدي  > sما عدا النقطة  0 =

1. 
 وبدون مساس للعمومية سنقوم بدراسة الخطأ في المنطقة:

𝐷 = {𝑥 + 𝑖𝑦 ∶  0 ≤ 𝑥 < 1 ⋁ 1 < 𝑥 ≤ 5  , −5 ≤ 𝑦 ≤ 5   }. 
.‖  وليكن   𝐷في المنطقة  فضاء التوابع المستمرة 𝐶[𝐷]نظيم الفضاء   ‖

[2,P1].   
 هي:  (1) القيم في الجدولو 

‖𝑍𝑚
𝑛 (𝑠) − 𝜁(𝑠)‖ = 𝑚𝑎𝑥𝑠∈𝐷|𝑍𝑚

𝑛 (𝑠) − 𝜁(𝑠)|  
𝑛وعندما   =  هي: (1) تكون القيمة الموافقة في الجدول 0

‖𝑍𝑚
 (𝑠) − 𝜁(𝑠)‖ = 𝑚𝑎𝑥𝑠∈𝐷|𝑍𝑚

 (𝑠) − 𝜁(𝑠)|  
هي مقدار الخطأ المرتكب في التقريب لأجل قيم   (1في الجدول )أي القيم 
,𝑛مختلفة ل ـ 𝑚  . 
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 وتم حساب قيم الخطأ باستخدام المقطع البرمجي التالي:

 
 (1الجدول ) 

 𝑛
= 0 

𝑛
= 1 

𝑛
= 2 

𝑛
= 3 

𝑛
= 4 

𝑛
= 5 

𝑛
= 10 

𝑛
= 15 

𝑛
= 25 

𝑚
= 10 0.24747 0.24121 0.23577 0.23098 0.22671 0.22286 0.20698 0.19003 0.08246 
𝑚
= 11 0.24121 0.23577 0.23099 0.22673 0.22291 0.21944 0.20576 0.19606 0.18973 
𝑚
= 12 0.23577 0.23099 0.22673 0.22291 0.21943 0.21626 0.20332 0.193 0.17338 
𝑚
= 13 0.23099 0.22673 0.22291 0.21943 0.21626 0.21332 0.20115 0.1913 0.17412 
𝑚
= 14 0.22673 0.22291 0.21943 0.21626 0.21332 0.21059 0.1991 0.18944 0.17196 
𝑚
= 15 0.2229 0.21943 0.21626 0.21332 0.21059 0.20804 0.19703 0.18764 0.1703 
𝑚
= 16 0.21943 0.21626 0.21332 0.21059 0.20804 0.20562 0.19506 0.18585 0.1686 
𝑚
= 17 0.21626 0.21332 0.21059 0.20804 0.20562 0.20334 0.19315 0.18409 0.16689 
𝑚
= 18 0.21332 0.21059 0.20804 0.20562 0.20334 0.20115 0.19128 0.18234 0.16518 
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𝑚
= 19 0.21059 0.20804 0.20562 0.20334 0.20115 0.19905 0.18944 0.1806 0.16348 
𝑚
= 20 0.20803 0.20562 0.20334 0.20115 0.19905 0.19703 0.18764 0.17887 0.16178 
𝑚
= 25 0.19703 0.19506 0.19315 0.19128 0.18944 0.18764 0.17887 0.1703 0.15329 
𝑚
= 30 0.18764 0.18585 0.1841 0.18234 0.1806 0.17887 0.1703 0.16177 0.14493 
𝑚
= 50 0.15329 0.15161 0.14993 0.14825 0.14659 0.14493 0.13679 0.12895 0.1144 
𝑚
= 100 0.08586 0.08493 0.08401 0.08311 0.08223 0.08135 0.07719 0.07335 0.06652 

 ما يلي: (1)نلحظ من الجدول 
 . 𝑛متغيرة ، نلحظ تناقص الخطأ بازدياد   𝑛مثبتة و  𝑚_ من أجل  1
متغيرة ، ليس من الضروري تناقص او تزايد الخطأ    𝑚مثبتة  و     𝑛_ من اجل 2

𝑛لاحظ العمود ) 𝑚بازدياد  = 𝑛والعمود   15 = 25.) 
الخطأ_ 3 قيمة  تقارب  𝑚عند    نلحظ  = 𝑎, 𝑛 = 𝑏   عند الخطأ  قيمة   من 
 𝑚 = 𝑎 − 1, 𝑛 = 𝑏 + 1. 

الجدول القيم في  أثناء حساب  الحسابي والزمن    ( أن  1)  ولاحظنا أيضاا  التعقيد 
𝑛كبيرة نسبياا و    𝑚اللزم للحصول على تابع التقريب عند   = يكون أكبر   0

وذلك لأن عدد الحدود في التقريب يعتمد على   صغيرة.  𝑚كبيرة نسبياا و  𝑛عند  
 يزداد التعقيد الحسابي. 𝑚ومنه بازدياد   𝑚قيمة  

التابع لبناء  الزمن اللزم  المثال:  ، ثانية  794.68469  هو  𝑍100  على سبيل 
التابع  والزمن   لبناء  𝑍10اللزم 

ال  ثانية.  0.4992هو    25 إلى أن  خطأ  بالإضافة 
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الناتج    𝑍100  التابع  التقريب باستخدام الناتج عن   عن التقريب  أكبر من الخطأ 
𝑍10باستخدام التابع  

25. 
الزمن وهو أكبر من  ثانية،    1.531هو    𝑍35  الزمن اللزم لبناء التابعوأيضاا  

𝑍10اللزم لبناء التابع  
  التقريب باستخدام . بالإضافة إلى أن الخطأ الناتج عن  25

عن التقريب باستخدام  أكبر من الخطأ الناتج  وهو    0.17887هو    𝑍35  التابع 
𝑍10التابع  

25. 
 في برنامج الماثماتيكا.  Timingحيث تم حساب الزمن باستخدام تعليمة 

 التقريب على المستقيم الحرج 3_ 3
بمقارنة 𝑍𝑚التقريب    سنقوم 

𝑛 (𝑠)    والتقريب𝑍𝑚(𝑠)    عندما الريماني  زيتا  لتابع 
𝑠 =

1

2
+ 𝑖𝑡  اا جيد   اا أي عن المستقيم الحرج وذلك في المجال الذي يعطي تقريب  

|𝑡|للتابع وهو  < (2 𝜋⁄ )ln 𝑚  ],P231[. هي (2) حيث القيم في الجدول: 
‖𝑍𝑚

𝑛 (
1

2
+ 𝑖𝑡) − 𝜁 (

1

2
+ 𝑖𝑡)‖ =  

𝑚𝑎𝑥|𝑡|<(2 𝜋⁄ )Ln 𝑚] |𝑍𝑚
𝑛 (

1

2
+ 𝑖𝑡) − 𝜁 (

1

2
+ 𝑖𝑡)|  

𝑛وعندما   =  :تكون القيمة الموافقة في الجدول هي 0
‖𝑍𝑚

 (
1

2
+ 𝑖𝑡) − 𝜁 (

1

2
+ 𝑖𝑡)‖ =  

𝑚𝑎𝑥|𝑡|<(2 𝜋⁄ )Ln 𝑚] |𝑍𝑚
 (

1

2
+ 𝑖𝑡) − 𝜁 (

1

2
+ 𝑖𝑡)|  

.‖حيث  𝐶[−(2نظيم الفضاء  هو   ‖ 𝜋⁄ )Ln 𝑚, (2 𝜋⁄ )Ln 𝑚] . 
 . قرب خمس منازل عشرية بعد الفاصلةلأمقربة ( 2في الجدول )والقيم 

 ( من خلل المقطع البرمجي التالي: 2وتم حساب القيم في الجدول )
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 (2الجدول ) 

 𝑛
= 0 

𝑛
= 1 

𝑛
= 2 

𝑛
= 3 

𝑛
= 4 

𝑛
= 5 

𝑛
= 10 

𝑛
= 15 

𝑛
= 25 

𝑚
= 10 0.00906 0.00799 0.00712 0.0064 0.0058 0.00527 0.0036 0.00269 0.00183 
𝑚
= 11 0.00865 0.00771 0.00694 0.00629 0.00574 0.00527 0.00366 0.00275 0.00175 
𝑚
= 12 0.00829 0.00746 0.00677 0.00618 0.00568 0.00524 0.00372 0.00283 0.00186 
𝑚
= 13 0.00798 0.00724 0.00662 0.00608 0.00561 0.0052 0.00376 0.0029 0.00193 
𝑚
= 14 0.0077 0.00704 0.00647 0.00598 0.00555 0.00517 0.0038 0.00296 0.002 
𝑚
= 15 0.00746 0.00686 0.00634 0.00588 0.00548 0.00513 0.00363 0.00382 0.00205 
𝑚
= 16 0.00724 0.0067 0.00622 0.00579 0.00542 0.00509 0.00384 0.00305 0.00211 
𝑚
= 17 0.00704 0.00654 0.0061 0.0057 0.00536 0.00504 0.00386 0.00309 0.00216 
𝑚
= 18 0.00687 0.0064 0.00599 0.00562 0.0053 0.005 0.00387 0.00312 0.0022 
𝑚
= 19 0.0067 0.00627 0.00589 0.00555 0.00524 0.00496 0.00387 0.00315 0.00225 
𝑚
= 20 0.00655 0.00615 0.0058 0.00547 0.00518 0.00491 0.00388 0.00317 0.00229 
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𝑚
= 25 0.00595 0.00566 0.0054 0.00515 0.00492 0.00471 0.00387 0.00326 0.00244 
𝑚
= 30 0.00552 0.0053 0.00509 0.00489 0.00471 0.00454 0.00383 0.00329 0.00254 
𝑚
= 50 0.00454 0.00442 0.00432 0.00422 0.00412 0.00403 0.0036 0.00326 0.00272 
𝑚
= 100 0.00358 0.00354 0.0035 0.00346 0.00341 0.00337 0.00319 0.00302 0.00272 

 ما يلي: (2)نلحظ من الجدول 
 .  𝑛متغيرة ، نلحظ تناقص الخطأ بازدياد   𝑛مثبتة و   𝑚_ من أجل 1
متغيرة، ليس من الضروري تناقص او ازدياد الخطأ    𝑚و   مثبتة    𝑛 _ من اجل 2

𝑛)لاحظ العمود  𝑚بازدياد  = 𝑛والعمود   15 = 25.) 
القيم في الجدول ) أثناء حساب  التعقيد الحسابي والزمن    ( أن  2وأيضاا لاحظنا 

𝑛و   كبيرة نسبياا    𝑚اللزم للحصول على تابع التقريب عند   = يكون أكبر   0
 صغيرة.   𝑚و   نسبياا   كبيرة 𝑛عند  

الزمن   التابع  ا فمثلا  لبناء  والزمن    . ثانية   845.104217هو حاسوبياا    𝑍100للزم 
𝑍10  اللزم لبناء التابع 

بالإضافة إلى أن الخطأ    . ثانية   0.218402  هو   حاسوبياا   15
التقريب   الناتج    𝑍100باستخدام  الناتج عن  الخطأ  التقريب  أكبر من  باستخدام  عن 

𝑍10
15 . 
 المستقيم الحرج  علىالتقريب على مجال أكبر   1_ 3_ 3

𝑍𝑛التقريب    يتابعطويلتي    (2)الأشكال    قمنا برسم
𝑚 و 𝑍𝑛    من أجل𝑛, 𝑚    مختلفة

 . [24,24−]على المجال  
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𝑍𝑛بهدف المقارنة بين مجال تقارب كل من    وذلك
𝑚 و 𝑍𝑛  ،أن المجال    ولاحظنا

𝑍𝑛  الذي يتقارب فيه
𝑚 من ζ  مجال تقارب أكبر من 𝑍𝑛   منζ. 

 
|ζ (

1

2
+ 𝑖𝑡)| ∶ 𝑡 ∈ [−24,24]  

  
|𝑍25

25 (
1

2
+ 𝑖𝑡)|  |𝑍25 (

1

2
+ 𝑖𝑡)|  

20 10 10 20

0.5

1.0

1.5

2.0

20 10 10 20

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

20 10 10 20

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

1.2
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|𝑍50

25 (
1

2
+ 𝑖𝑡)|  |𝑍50 (

1

2
+ 𝑖𝑡)|  

  
|𝑍100

25 (
1

2
+ 𝑖𝑡)|  |𝑍100 (

1

2
+ 𝑖𝑡)|  

 ( 2الأشكال )

20 10 10 20

0.6

0.8

1.0
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1.4

20 10 10 20

0.6

0.8

1.0
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0.6

0.8

1.0

1.2
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0.6

0.8
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𝑍𝑚يوضح تقارب   (3)والجدول 
𝑛   من التابع𝜁  المجالفي على المستقيم الحرج : 

𝐷𝑚
𝑛 = [−(2 𝜋⁄ )Ln (𝑚 + 𝑛), +(2 𝜋⁄ )Ln (𝑚 + 𝑛)]  

 هي:   الآتي (3) حيث القيم في الجدول
‖𝑍𝑚

𝑛 (
1

2
+ 𝑖𝑡) − 𝜁 (

1

2
+ 𝑖𝑡)‖ =  

𝑚𝑎𝑥𝑡∈𝐷𝑚
𝑛 |𝑍𝑚

𝑛 (
1

2
+ 𝑖𝑡) − 𝜁 (

1

2
+ 𝑖𝑡)|  

.‖حيث  𝐶[𝐷𝑚هو نظيم الفضاء   ‖
𝑛 ] . 

 وتم حساب القيم من خلل المقطع البرمجي التالي: 
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 (3الجدول )
 𝑛 = 10 𝑛 = 20 𝑛 = 30 

خطأ  
التقارب  
باستخدام 

𝑍𝑚
في    

المجال  
𝐷𝑚

10 

خطأ التقارب  
باستخدام 

 𝑍𝑚
في   10

𝐷𝑚المجال  
10 

خطأ التقارب  
باستخدام 

 𝑍𝑚
في    

المجال  
𝐷𝑚

20 

خطأ التقارب  
باستخدام 

 𝑍𝑚
في   20

𝐷𝑚المجال  
20 

خطأ التقارب  
باستخدام 

 𝑍𝑚
في    

المجال  
𝐷𝑚

30 

خطأ التقارب  
باستخدام 

 𝑍𝑚
في   30

𝐷𝑚المجال  
30 

𝑚
= 10 

0.00791 0.00656 0.02123 0.00558 0.02607 0.00544 

𝑚
= 25 

0.00792 0.0052 0.00975 0.00472 0.0115 0.00438 

𝑚
= 50 

0.00533 0.00425 0.0061 0.00403 0.00685 0.00385 

𝑚
= 75 

0.0044 0.00378 0.00487 0.00364 0.00532 0.00352 

𝑚
= 100 

0.0039 0.00347 0.00423 0.00339 0.00455 0.0033 

 ما يلي: (3)نلحظ من الجدول 
𝑍𝑚  باستخدامخطأ  ال قيمة  _ تزايد 1

𝐷𝑚في المجال    
𝑛   عند𝑚  مثبتة و𝑛   ،متغيرة

𝑍𝑚 التقريب باستخدامأي يزداد خطأ 
𝐷𝑚  المجال عندما يصبح  

𝑛 أكبر. 
𝑍𝑚  باستخدامالخطأ  قيمة  _ تناقص  2

𝑛    في المجال𝐷𝑚
𝑛    عند𝑚  مثبتة و𝑛    ،متغيرة

𝑍𝑚  باستخدامالتقريب أي تناقص خطأ 
𝑛  عندما يصبح المجال𝐷𝑚

𝑛 .أكبر 
قيمة خطأ3 أن  𝑍𝑚  باستخدام  التقريب   _ نلحظ 

𝑛  قيمة خطأ   التقريب   أقل من 
𝑍𝑚  باستخدام

𝐷𝑚في المجال   
𝑛  عند𝑚, 𝑛   .مثبتتان 

𝑍𝑚 باستخدامتناقص قيمة الخطأ  _  4
𝑍𝑚  و  

𝑛  في المجال𝐷𝑚
𝑛   عند𝑛   مثبتة

 متغيرة.   𝑚و 
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𝑍𝑚ومنه نلحظ أن التابع  
𝑛 في مجال أكبر من التابع  و  دقة أكبر اذ  اا يعطي تقريب

𝑍𝑚
 مثبتة. 𝑚، حيث مرتبة التقريب   
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