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 بناء المصفوفات الجامدة في فضاء الإسقاط 
 باستخدام نظرية الحذف
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 ملخصال
أَّنها أصغر عدد من مدخلات ف درجة صلابة المصفوفة عر  ن  𝐴  أجل المصفوفة من 

 على الأكثر. 𝑟رتبتها  لتصبحالمصفوفة نحتاج لتغيرها 
في هذه الورقة ناقشنا التعميم لبناء مجموعة مصفوفات بدرجة صلابة محدَّدة وبعض 

 حول ذلك في الفضاء الآفيني.الأفكار التي تمت دراستها 
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 م قد مة: -1
 العمل بدوال الصلابة للمصفوفات وجد لها العديد من التطبيقات في Valiantمنذ أن بدأ 

- circuit complexity. 

- communication complexity. 

- learning complexity. 
× 𝑛تقريباً كل المصفوفات من البعد   𝑛   فوق حقل غير منتهِ تملك صلابة

(𝑛 −  𝑟)2. 
ومن جهة أخرى فإنَّ نظرية الحذف تبحث في حذف مجموعة جزئية من المتغيرات 
يجاد المجموعة المخفَّضة من معادلات  من مجموعة معادلات كثيرات حدود معطاة وا 

 المحذوفة(. كثيرات الحدود )لاتتضمَّن المتغيرات
أهم نتائج نظرية الحذف, وخصوصاً مبرهنة الإغلاق تصف علاقة دقيقة بين المثالي 

 المخفَّض والمثالي المعطى والتفسير الهندسي المقابل له.
 .Abhinav Kumar ,Satyanarayana V. Lokam ,Vijay Mاستخدم كل من 

Patankar وJayalal Sarma غلاق ومثالي الحذف للتحقق من بنية مبرهنة الإ
 (2014)مجموعة مصفوفات ذات صلابة محدّدة وغلاقة زارسكي لها. 

قمنا بتمديد بعض الأفكار التي تمت دراستها في هذا البحث إلى فضاء الإسقاط 
ة هيكل مجموعة واستخدام مثالي الحذف الإسقاطي ومبرهنة التمديد الإسقاطي لمناقش

لتحديد عدد  Valiantعتماد على مبرهنة حددة والامة مصفوفات ذات صلاب
ة  .عناصرها في حالة خاصَّ

أيضاً ولأجل مصفوفة عناصرها متغيرات ولأجل مواضع محددة فيها درسنا التخفيض 
 للمثاليات المحد دة الإسقاطية.
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 :تعاريف -2

 صطلاحات:او  رموز( 2-1)

  ليكن𝐹   ًو  حقلاF  الغلاقة الجبرية له, ولتكن𝑥1, … , 𝑥𝑛  هي𝑛  من المتغيرات
 عندئذٍ: Fالمستقلة جبرياً فوق 

 F̅من 𝑆أجل مجموعة جزئية معطاة من 
𝑛  غلاقة زارسكي لـ 𝑆 سنرمز لها𝑆  هي

 F̅أصغر متنوعة لـ 
𝑛  تحوي𝑆  :بعبارة اخرى , 
𝑺 = 𝑽(𝑰(𝑺)) 

 .رتبة مصفوفة هي عدد الأسطر غير الصفرية في المصفوفة المدرجة المكافئة 

  الآتيةسنستخدم الرموز: 
 𝑀𝑛(𝐹)  مجموعة المصفوفات المربعة من البعد𝑛  على الحقل𝐹. 

 𝑀𝑚×𝑛(𝐹)   مجموعة المصفوفات من البعد𝑚 × 𝑛  على الحقل𝐹. 

 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝐴)  دعامة مصفوفة𝐴 ضع غير الصفرية في هذه المصفوفة هي الموا
 .𝐹أجل عناصر من الحقل من 

 𝑆(𝐾)  أجل من𝐾  عدد صحيح معطى هي مجموعة المصفوفات التي قدرة
 .𝐾دعامتها أصغر أو تساوي 

  النمط𝜋 .هو مجموعة جزئية من المواضع لمصفوفة مربعة 

 𝑆(𝜋)  مجموعة المصفوفات𝐴  التي دعامتها جزء من𝜋  أي𝑆𝑈𝑃𝑃(𝐴) ⊆ 𝜋 

  ومنه نحصل على المساواة𝑆(𝐾) = ⋃ 𝑆(𝜋) | |=𝑘 

 [3]تعريف:( 2-2)

أَّنها أصغر عدد من مدخلات ف درجة صلابة المصفوفة عرَّ ت  𝐴 أجل المصفوفة من 
 أي: ,على الأكثر 𝑟رتبتها  لتصبحالمصفوفة نحتاج لتغيرها 

𝑅𝐴(𝑟) = min{|𝑇|: 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴 + 𝑇) ≤ 𝑟}   

 .𝑇ترمز إلى عدد المدخلات غير الصفرية للمصفوفة  |𝑇|حيث  
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حقل تمديد  𝐿حيث   𝑛(𝐿)من  𝑇المصفوفة  ختيارايسمح في بعض الأحيان  (
 𝐹)للحقل 

,𝑅𝐴(𝑟في هذه الحالة نرمز لدالة الصلابة بالشكل  𝐿). 
  سنرمز بـ𝑅𝐼𝐺(𝑛, 𝑟, 𝐾)  لمجموعة المصفوفات𝐴  المربعة ذات الصلابة𝐾. 

  وبالمثل𝑅𝐼𝐺(𝑛, 𝑟, ≥ 𝐾)  مجموعة المصفوفات𝐴  ذات الصلابة𝐾 .على الأقل 

  وبالمثل𝑅𝐼𝐺(𝑛, 𝑟, ≤ 𝐾)  مجموعة المصفوفات ذات الصلابة𝐾 .على الأكثر 

  أجل النمط من و𝜋  من الحجم𝐾  سنرمز𝑅𝐼𝐺(𝑛, 𝑟, 𝜋)  لمجموعة المصفوفات
𝐴  أجل بعض العناصر  منبحيث𝑇𝜋 ∈ 𝑆(𝜋)   لدينا الرتبة(𝐴 + 𝑇𝜋) ≤ 𝑟 
 ومنه نحصل على المساواة:     

RIG(n, r, ≤ K) = ⋃ RIG(n, r, π)

π,|π|=k

 

 استخدام نظرية الحذف:-3
,𝑥1عناصرها المتغيرات  𝑛مصفوفة مربعة من البعد  𝐴لتكن  … , 𝑥𝑛2  لأجل النمط

𝜋   من المواضع𝑘  ولتكن𝑇𝜋  مصفوفة مربعة من البعد𝑛  عناصرها المتغيرات
𝑡1, … , 𝑡𝑘  في المواضع المعطاة وفق𝜋 . 

𝐴القول بأنَّ المصفوفة  + 𝑇𝜋  تملك رتبةr  يعادل القول بأنَّ كل  على الأكثر
𝑟)مصغرات المصفوفة لها من البعد  + 1)(𝑟 +  تنعدم. (1

 [1][2]:تعريف( 3-1)
𝐼إذا كان  ⊂ 𝐹[𝑥0, … , 𝑥𝑛, 𝑦1, … , 𝑦𝑚] أجل أعداد صحيحة من عندئذٍ  اً مثالي𝑒 

 كبيرة كفاية لدينا 
𝐼 = (𝐼: < 𝑥0

𝑒 , … , 𝑥𝑛
𝑒 >) ∩ 𝐾[𝑦1, … , 𝑦𝑚]) 

:  𝐼هو مثالي الحذف الإسقاطي للمثالي  𝑓حيث إنَّ ∈ (𝐼: < 𝑥0
𝑒 , … , 𝑥𝑛

𝑒 >) ⇒

𝑥𝑖
𝑒𝑓 ∈ 𝐼 0  لأجل جميع ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 

 [1]:) التمديد الإسقاطيةمبرهنة (مبرهنة ( 3-2)
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𝑉جبرياً و اً مغلق حقلاً  𝐾نفرض  = 𝑉(𝐹1, … , 𝐹𝑠) ∈ ℙ𝑛 × 𝐾𝑚  فة بكثيرات معرَّ
,𝑥0)الحدود المتجانسة بالنسبة لـِ  … , 𝑥𝑛)  في𝐾[𝑥0, … , 𝑥𝑛, 𝑦1, … 𝑦𝑚]. 

𝐼ليكن = (𝐹1, … , 𝐹𝑠)  وليكن𝐼 ⊂ 𝐾[𝑦1, … , 𝑦𝑚]  ِمثالي الحذف الإسقاطي لـ𝐼 
:𝜋إذا كان           ℙ𝑛 × 𝐾𝑚 → 𝐾𝑚   
 مسقط الأخيرة عندها: mالإسقاط على ال 

𝜋(𝑉) = 𝑉 (𝐼̂) 

 الحالة الإسقاطية:( 3-3)
لد 𝐼المثالي  د  سنع 𝐴بمصغَّرات المصفوفة  اً موَّ + 𝑇𝜋 : 

𝐼(𝑛, 𝑟, 𝜋) =< 𝑚𝑖𝑛𝑜𝑟𝑠(𝑟+1)(𝑟+1)(𝐴 + 𝑇𝜋) >⊆ 𝐹[𝑡0, … , 𝑡𝑘, 𝑥1, … , 𝑥𝑛2] 

 سنأخذ تطبيق الإسقاط:
𝜋: 𝕡𝑘 × 𝐾𝑛2

⟶ 𝐾𝑛2
                                                     

𝑉(𝐼(𝑛, 𝑟, 𝜋)) ⟼ Ω(𝑛, 𝑟, 𝜋)                                     
 حسب مبرهنة التمديد الإسقاطية:

𝜋 (𝑉(𝐼(𝑛, 𝑟, 𝜋))) = 𝑉(𝐼̂(𝑛, 𝑟, 𝜋))                                
 :تيةنحصل على النتيجة الآ ومن ثمَّ 

𝛺(𝑛, 𝑟, 𝜋) = 𝑉(𝐼̂(𝑛, 𝑟, 𝜋))                                           
,𝛺(𝑛 على: أيضاً ونحصل  𝑟, ≤ 𝐾) = ⋃ 𝛺(𝑛, 𝑟, 𝜋)𝜋,|𝜋|=𝑘    

 𝑉𝑎𝑙𝑖𝑎𝑛𝑡 :مبرهنة ( 3-4)
  :[4]الآفينيةالحالة ( 3-4-1)

 ثبات أنَّه لأجل:إفي الحالة الآفينية تم 
𝑛 ≥ 1 ,0 < 𝑟 < 𝑛  𝑎𝑛𝑑 0 ≤ 𝑘 < (𝑛 − 𝑟)2 

 ولأجل:
 𝑊 = 𝑊(𝑛, 𝑟, ≤ 𝑘) = ⋃ 𝑊(𝑛, 𝑟, 𝜋)𝜋,|𝜋|=𝑘                   

,𝑊(𝑛حيث:                  𝑟, ≤ 𝑘) = 𝑅𝐼𝐺(n, r, ≤ k, F)  غلاقة زارسكي 
                𝑊(𝑛, 𝑟, 𝜋) = 𝑅𝐼𝐺(𝑛, 𝑟, 𝜋, 𝐹) غلاقة زارسكي  
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            : dim(Ω)ويتحقَّق أنَّ < 𝑛2 
 .𝑊وهذا يفيد بتحديد بعد المتنوعة 

 الحالة الإسقاطية:( 3-4-2)
 عندها  𝐼هو التجانس لـ  𝐼ℎفي فضاء الإسقاط نفرض أنَّ 

𝛺(𝑛, 𝑟, 𝜋) = 𝑉 (𝐼ℎ̂(𝑛, 𝑟, 𝜋)) = 𝑉(𝐼𝑛(𝑛, 𝑟, 𝜋))(4 − 6) = 𝑊(𝑛, 𝑟, 𝜋) 
𝑅𝐼𝐺(n, r, ≤ k, F) = 𝛺(𝑛, 𝑟, ≤ 𝐾) 

dim (Ω(𝑛, 𝑟, ≤ 𝑘)) < 𝑛2 

,Ω(𝑛عدد عناصر المجموعة  استطعنا تحديد من ثمَّ  و 𝑟, ≤ 𝑘) في فضاء الإسقاط .  
 : ةالمحد دالتخفيض للمثاليات  -4

𝑛 مصفوفة مربعة من البعد  𝐴  لتكن × 𝑛  مدخلاتها هي المتغيرات𝑥1, … , 𝑥𝑛2 . 

,𝑥11)المقصود  𝑥12, … , 𝑥1𝑛, 𝑥21, … , 𝑥𝑛𝑛 ( 

( لتكن 𝐾)أي حجم النمط عدد عناصره  𝐾من المواضع  𝜋أجل النمط من -
𝑇𝜋 مصفوفة مربعة من البعد𝑛 × 𝑛   عناصرها المتغيرات𝑡1, … , 𝑡𝑘  في المواضع

 .𝜋المعطاة وفق 
𝐴لدينا  ∈ 𝑀𝑛(𝐹)  ,𝑇𝜋  مختارة وفق𝜋  ويسمح في بعض الأحيان أن تكون

𝑇𝜋 ∈ 𝑀𝑛(𝐿)  حيث𝐿  ِحقل التمديد لـ𝐹. 
𝑥 :لتكن لدينا = { 1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛2} = 𝑥𝜋 ∪ 𝑥𝜋̅        

  𝜋هي مجموعة متغيرات يتم فهرستها من قبل   𝑥𝜋حيث إنَّ         
 هي مجموعة المتغيرات المتبقية. 𝑥𝜋̅و                

   ليكن:

   𝐽 = 𝐼(𝑛, 𝑟, 𝜋) =< 𝑀𝑖𝑛𝑜𝑟𝑠(𝑟+1)(𝑟+1)(𝐴 + 𝑇𝜋) >                                          
,ℚ[𝑥المثالي في  𝑡] = ℚ[𝑥𝜋, 𝑥𝜋̅, 𝑡𝜋]  المولَّد بمصغرات المصفوفة𝐴 + 𝑇𝜋  من

𝑟)البعد  + 1) × (r +  وليكن: (1

𝐽1 = 𝐽 ∩ ℚ[𝑥𝜋, 𝑥𝜋̅] ⊆ ℚ[𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛2] 
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𝐽2 = 𝐽1 ∩ ℚ[𝑥𝜋̅] 
𝐼𝑟+1 =< 𝑀𝑖𝑛𝑜𝑟𝑠(𝑟+1)(𝑟+1)(𝐴) >⊆ ℚ[𝑥] 

𝐸 𝐼𝑟+1 =  𝐼𝑟+1 ∩ ℚ[𝑥𝜋̅] ⊆ ℚ[𝑥𝜋̅] 

 𝐴فإنَّ مصفوفة    𝑡𝜋بحذف المتغيرات  𝐽هو مثالي الحذف للمثالي  𝐽1وطالما أنَّ 
ع في   تتوضَّ

  𝑊(𝑛, 𝑟, 𝜋) = 𝑅𝐼𝐺(𝑛, 𝑟, 𝜋, 𝐹̅)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ إذا وفقط إذا توضعت مدخلاتها في المتنوعة  ̅̅
فة بمثالي الحذف   . 𝐽1المعرَّ

𝑟)من البعد 𝐴هو مثالي مولَّد بمصغرات المصفوفة  𝐸𝐼𝑟+1أيضا  + 1) × (𝑟 + 1)  

هو مثالي الحذف له لأجل حلقة كثيرات الحدود فوق الأعداد العادية   𝐸𝐼𝑟+1و    
 .𝜋̅المعرّفة بالمتغيرات 

 قضية:( 4-1)
  [4]الحالة الآفينية:( 4-1-1)

   𝐽1 = 𝐽2ℚ[𝑥] المثالي المولَّد بـ(  𝐽2  فيℚ[𝑥] و )𝐽2 = 𝐸𝐼𝑟+1  
ة :  بحالة خاصَّ

𝐸𝐼(𝑛, 𝑟, 𝜋) = 𝐸𝐼𝑟+1ℚ[𝑥] 
 الإثبات:
𝐴حظ أنَّه في مصغرات المصفوفة بدايةً  نل + 𝑇𝜋  من البعد(𝑟 + 1) × (𝑟 + 1) 

,𝑖) لأجل  𝑡𝑖,𝑗ر ي  المتغ 𝑗) ∈ 𝜋 دائماً يظهر في المجموع التوفيقي مع𝑥𝑖,𝑗  بالشكل
𝑡𝑖,𝑗 + 𝑥𝑖,𝑗 لذلك فإنَّ حذف المتغيرات ,𝑡𝜋  سيؤدي تلقائياً إلى حذف المتغيرات𝑥𝜋  

عطاء المساواة لمولدات المثاليات  𝐽1  أيضاً  𝐽1 و 𝐽2وا  = 𝐽2ℚ[𝑥] 
,ℚ[𝑥𝜋لـِ  اً تقابلي تشاكلاً   φ د  نع 𝑥𝜋̅ , 𝑡𝜋]  :معرَّف بالشكل 

φ: ℚ[𝑥𝜋, 𝑥𝜋̅, 𝑡𝜋] ⟶ ℚ[𝑥𝜋, 𝑥𝜋̅, 𝑡𝜋] 
∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝜋       𝑡𝑖,𝑗 ⟼     𝑥𝑖,𝑗 + 𝑡𝑖,𝑗         

    ∀(𝑖, 𝑗)             𝑥𝑖,𝑗 ⟼ 𝑥𝑖,𝑗 

𝐽1    المثالي: = 𝐽 ∩ ℚ[𝑥𝜋, 𝑥𝜋̅] ⊆ ℚ[𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛2]جب أن يساوي المثالي :ي 
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𝜑(𝜑−1(𝐽) ∩ 𝜑−1(𝑄[𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛2]) 

 هو تماثل. φطالما أنَّ 
φولكنَّ 

−1
(𝐽)   مولَّد بمصغرات المصفوفات التي تحوي فقط المتغيرات𝑥𝜋̅   و  𝑇𝜋   

φفي حين أنَّ 
−1

(ℚ[𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛2]) = ℚ[𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛2] 
 :لهذا السبب فإنَّ 

𝜑−1(𝐽) ∩ 𝜑−1(ℚ[𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛2]  مولَّد فقط بكثيرات الحدود التي تحوي
:  𝜋̅المتغيرات   ولذا فإنَّ
           𝜑−1(𝐽1) = 𝜑−1(𝐽) ∩ 𝜑−1(ℚ[𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛2] = 𝐽2ℚ[𝑥]  

 نجد: φوبأخذ الصورة وفق 
  𝐽1 = 𝐽2ℚ[𝑥] 

𝐽2المعادلة  = 𝐸𝐼𝑟+1  تنتج باعتبارات متماثلة بملاحظة أنَّ المتغيرات𝑥𝑖,𝑗  لأجل
(𝑖, 𝑗) ∈ π  تظهر دائما في المجموع التوفيقي 𝑥𝑖,𝑗 + 𝑡𝑖,𝑗 في مصغرات المصفوفة
 كذلك. 𝑡𝑖,𝑗حذف هذه المتغيرات يؤدي إلى حذف  فإنَّ  من ثمَّ  , و𝐽التي تول د 

 التماثل المعرَّف بالشكل : د  نع
ψ: ℚ[𝑥𝜋, 𝑥𝜋̅, 𝑡𝜋] ⟶ ℚ[𝑥𝜋, 𝑥𝜋̅, 𝑡𝜋] 

∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝜋             𝑥𝑖,𝑗 ⟼ 𝑥𝑖,𝑗 + 𝑡𝑖,𝑗                  
∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝜋             𝑡𝑖,𝑗 ⟼ 𝑡𝑖,𝑗                             

∀(𝑖, 𝑗) ∉  𝜋            𝑥𝑖,𝑗  ⟼  𝑥𝑖,𝑗    
 ثم مرة أخرى لدينا:

𝐽2 = 𝐽1 ∩ ℚ[𝑥𝜋̅] = 𝐽 ∩ ℚ[𝑥𝜋̅] = 𝜓(𝜓−1(𝐽) ∩ 𝜓−1(ℚ[𝑥𝜋̅])           
= φ(𝐼𝑟+1ℚ[𝑥, 𝑡𝜋] ∩ ℚ[𝑥𝜋̅])      
= φ(𝐸𝐼𝑟+1) = 𝐸𝐼𝑟+1 ⊂ ℚ[𝑥𝜋̅] 

لي 𝐸𝐼𝑟+1لدينا مثالي الحذف  𝐽2فهو جذري أيضاً  هو مثالي أوَّ = 𝐸𝐼𝑟+1  ومنه𝐽2  
لي فهو جذري.  مثالي أوَّ

 الحالة الإسقاطية:( 4-1-2)
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𝐴لتكن لدينا المصفوفة:  = (

𝑎1 𝑎2 𝑎3
𝑎4

𝑎7

𝑎5

𝑎8

𝑎6

𝑎9

2من المرتبة  𝐴فإنَّ مصغَّرات  ( × 2 

 هي:

𝑚1 = |
𝑎5 𝑎6

𝑎8 𝑎9
| = 𝑓1, 𝑚2 = |

𝑎4 𝑎6

𝑎7 𝑎9
| = 𝑓2,𝑚3 = |

𝑎4 𝑎5

𝑎7 𝑎8
| = 𝑓3 

 𝑚4 = |
𝑎2 𝑎3

𝑎8 𝑎9
| = 𝑓4, 𝑚5 = |

𝑎1 𝑎3

𝑎7 𝑎9
| = 𝑓5, 𝑚6 = |

𝑎1 𝑎2

𝑎7 𝑎8
| = 𝑓6 

𝑚7 = |
𝑎2 𝑎3

𝑎5 𝑎6
| = 𝑓7, 𝑚8 = |

𝑎1 𝑎3

𝑎4 𝑎6
| = 𝑓8, 𝑚9 = |

𝑎1 𝑎2

𝑎4 𝑎5
| = 𝑓9 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴فإنَّ  𝑓𝑢𝑙𝑙 𝑟𝑎𝑛𝑘هي  𝐴إذا كانت رتبة  = هو  𝐴عندها فإنَّ التجانس لِـ  3
 المصفوفة:

𝐴ℎ = (

𝑥00 0 0 0
0
0
0

(𝐴)
) 

𝐴ℎ = (

𝑥00 0 0 0
0
0
0

(

𝑎1 𝑎2 𝑎3
𝑎4

𝑎7

𝑎5

𝑎8

𝑎6

𝑎9

)
) 

|𝐴ℎ| = |
𝑥00 0
0 𝐴

| = 𝑥00. |𝐴| 
|حيث  | ≠ 0. 

 2من المرتبة  𝐴 صغَّراتهو صفر وتكون م 𝐴فإنَّ محدد  2هي  𝐴إذا كانت رتبة 
 هي غير صفرية.

 المعرّفة بالشكل: ℎهو المصفوفة  𝐴التجانس لـِ 

𝐴ℎ = (

𝑥00 0 0 0
0
0
0

(𝐴)
) 

|𝐴ℎ| = |
𝑥00 0
0 𝐴

| = 𝑥00. |𝐴|=0 
3من المرتبة  𝐴ℎمصغَّرات  ×  هي: 3
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𝑚1 = |

𝑎1 𝑎2 𝑎3
𝑎4

𝑎7

𝑎5

𝑎8

𝑎6

𝑎9

| = 0, 𝑚2 = |
0 𝑎2 𝑎3

0
0

𝑎5

𝑎8

𝑎6

𝑎9

| = 0, 𝑚3

= |
0 𝑎1 𝑎3

0
0

𝑎4

𝑎7

𝑎6

𝑎9

| = 0 

𝑚4 = |
0 𝑎1 𝑎2

0
0

𝑎4

𝑎7

𝑎5

𝑎8

| = 0, 𝑚5 = |
0 0 0

𝑎4

𝑎7

𝑎5

𝑎8

𝑎6

𝑎9

| = 0 
 

𝑚6 = |
𝑥00 0 0
0
0

𝑎5

𝑎8

𝑎6

𝑎9

| = 𝑥00. |
𝑎5 𝑎6

𝑎8 𝑎9
| = 𝑥00. 𝑓1 

𝑚7 = |
𝑥00 0 0
0
0

𝑎4

𝑎7

𝑎6

𝑎9

| = 𝑥00. |
𝑎4 𝑎6

𝑎7 𝑎9
| = 𝑥00. 𝑓2 

𝑚8 = |
𝑥00 0 0
0
0

𝑎4

𝑎7

𝑎5

𝑎8

| = 𝑥00. |
𝑎4 𝑎5

𝑎7 𝑎8
| = 𝑥00. 𝑓3 

 

𝑚9 = |
0 0 0

𝑎1

𝑎7

𝑎2

𝑎8

𝑎3

𝑎9

| = 0, 𝑚10 = |
𝑥00 0 0
0
0

𝑎2

𝑎8

𝑎3

𝑎9

| = 𝑥00. |
𝑎2 𝑎3

𝑎8 𝑎9
| =

𝑥00. 𝑓4 

𝑚11 = |
𝑥00 0 0
0
0

𝑎1

𝑎7

𝑎3

𝑎9

| = 𝑥00. 𝑓5 , 𝑚12 = |
𝑥00 0 0
0
0

𝑎1

𝑎7

𝑎2

𝑎8

| = 𝑥00. 𝑓6 

𝑚13 = |
0 0 0

𝑎1

𝑎4

𝑎2

𝑎5

𝑎3

𝑎6

| = 0, 𝑚14 = |
𝑥00 0 0
0
0

𝑎2

𝑎5

𝑎3

𝑎6

| = 𝑥00. 𝑓7 

𝑚15 = |
𝑥00 0 0
0
0

𝑎1

𝑎4

𝑎3

𝑎6

| = 𝑥00. 𝑓8, 𝑚16 = |
𝑥00 0 0
0
0

𝑎1

𝑎4

𝑎2

𝑎5

| = 𝑥00. 𝑓9 

ذات  𝐴في هذه الحالة هو التجانس لمصغرات المصفوفة  𝐴أي إنَّ التجانس لِـ 
2المرتبة  × 2. 

𝑛مصفوفة من المرتبة  𝐴إذا كانت  𝑛وتعميم ذلك لأجل  × 𝑛 :عندها 
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𝐴 = (

𝑥11 𝑥12 … 𝑥1𝑛

𝑥21

⋮
𝑥22

⋮

…
…

𝑥2𝑛

⋮
𝑥𝑛1 𝑥𝑛2 … 𝑥𝑛𝑛

) 

: 𝑓𝑢𝑙𝑙 𝑟𝑎𝑛𝑘هي  𝐴أيضاً إذا كانت   فإنَّ
𝐴ℎ = (

𝑥00 0
0 𝐴

) , |𝐴ℎ| = 𝑥00. |𝐴|   , 𝑑𝑒𝑡 ≠ 0 
𝑟)فإنَّ جميع المصغَّرات من المرتبة  𝑟هي  𝐴إذا كانت رتبة  + 1) × (𝑟 + 1) 

 تنعدم.
𝑟من المرتبة  𝐴هو التجانس لمصغرات  𝐴التجانس لـِ  ومن ثمَّ  × 𝑟. 

  [1] : فعريت( 4-2)

𝐹كثير الحدود  ∈ 𝐾[𝑥0, … , 𝑥𝑛, 𝑦1, … , 𝑦𝑚]  هو متجانس من الدرجة𝑑  في
𝑥0, … , 𝑥𝑛 : إذا تحقق 

                                          𝐹 = ∑ 𝑥𝛼
|𝛼|=𝑑 ℎ𝛼(𝑦1, … , 𝑦𝑚) 

ℎ𝛼حيث إنَّ  ∈ 𝐾[𝑦1, … , 𝑦𝑚] 

 [1][2]:)المثالي المتجانستعريف )( 4-3)
𝑓كل كثير حدود  ∈ 𝐾[𝑥0, … , 𝑥𝑛] :يمكن تحليله إلى مركباته المتجانسة بالشكل 

𝑓 = 𝐹0 + 𝐹1 + ⋯ + 𝐹𝑑     ,   𝑑 = deg (𝑓) 
,𝑥0في  𝑗متجانس من الدرجة  𝑗كل  … , 𝑥𝑛. 

𝐽المثالي  ∈ 𝐾[𝑥0, … , 𝑥𝑛]  :متجانس إذا تحقق 
 𝑓 كثير حدود في المثالي المتجانس عندها فإنَّ كل من مكوناته المتجانسة هي في

 هذا المثالي.

ة  أغلب المثاليات لاتملك هذه الخاصَّ

𝐼مثال: ليكن  =< 𝑦 − 𝑥2 > ⊂ 𝐾[𝑥, 𝑦]  
نات المتجانسة لـِ  𝑓المكو  = 𝑦 − 𝑥2  :هي𝑓1 = −𝑥2  ,    𝑓2 = 𝑦 

𝑦لـِ  اً وكلاهما ليس مضاعف 𝐼كلاهما كثيرات حدود غير موجودة في  − 𝑥2  
 متجانس. غيرهو مثالي  𝐼من هنا نجد أنَّ 
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  [2]تعريف:( 4-4)

 بالشكل: 𝑖بالنسبة لـِ  𝑓التجانس لكثير حدود ي عرَّف 
𝐹(𝑥0, … , 𝑥𝑛) = 𝑥𝑖

deg(𝑓)
𝑓(

𝑥0
𝑥𝑖

⁄ , … ,
𝑥𝑖−1

𝑥𝑖
⁄ ,

𝑥𝑖+1
𝑥𝑖

⁄ , … ,
𝑥𝑛

𝑥𝑖
⁄ ) 

 [2][1]تعريف: ( 4-5)

𝐼التجانس لمثالي  ⊂ 𝐾[𝑦0, … , 𝑦𝑖−1, 𝑦𝑖+1, … , 𝑦𝑛]  هو المثالي المولَّد بالتجانسات
𝑓لكل  ∈ 𝐼. 

,1لأجل مجموعة معيَّنة مول دة منتهية  … , 𝑓𝑠  لِـ𝐼 ⊂ 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛]  ًفإنَّه دائما
>  صحيح أنَّ  𝑓

1
ℎ, … , 𝑓

𝑠
ℎ  .𝐼ℎهو مثالي متجانس محتوى في  <

 [1]:  قضية( 4-6)

𝐼لأجل المثالي المعطى  ⊂ 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦1, … , 𝑦𝑚] ليكن ,𝐼ℎ  التجانس له
,𝑥0)بالنسبة للمتغيرات  … , 𝑥𝑛)  عندها فإنَّ مثالي الحذف الإسقاطي لِـ𝐼ℎ  يساوي

𝐼ℎ̂أي  𝑛من المرتبة  𝐼مثالي الحذف للمثالي  = 𝐼𝑛 ⊂ 𝑘[𝑦1, … , 𝑦𝑚]. 
 [2]قضية: ( 4-7)

𝐹أجل المجموعة المعطاة من  = {𝑓𝑗}𝑗∈𝐽  للمثالي المولدة𝐼 =< 𝑓𝑗 >𝑗∈𝐽 لدينا 
 𝑉(𝐹) = 𝑉(𝐼). 
 [5]مبرهنة: ( 4-8)

𝑋المصفوفة  د  نع = (

𝑥11 𝑥12 … 𝑥1𝑛

𝑥21

…
𝑥22

…

…
…

𝑥2𝑛

…
𝑥𝑚1 𝑥𝑚2 … 𝑥𝑚𝑛

) 

منطقة تكاملية عندها  𝐵, إذا كانت 𝐵التي مدخلاتها هي المتغيرات المستقلة فوق 
لي. 𝐼𝑚(𝑋)فإنَّ   هو مثالي أوَّ

                       ترمز إلى حلقة كثيرات الحدود 𝐵[𝑋]حلقة تبديلية, هي  𝐵نَّ إحيث 

     𝐵[𝑋𝑖𝑗: 𝑖 = 1, … , 𝑚 , 𝑗 = 1, … , 𝑛] المثالي ,𝐼𝑚(𝑋)  في𝐵[𝑋]  مولَّد
 .𝑋بالمصغرات الأعظمية لـِ 
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 الحالة الأولى: ( 4-1-2-1)

 المعرَّف سابقاً: 𝐽هو التجانس للمثالي  ℎالمثالي  د  سنع

   𝐽ℎ = 𝐼ℎ(𝑛, 𝑟, 𝜋) =< 𝑚𝑖𝑛𝑜𝑟𝑠(𝑟+1)(𝑟+1)(𝐴ℎ + 𝑇𝜋
ℎ) >⊆

𝑄[𝑡0, … , 𝑡𝑘 , 𝑥1, … , 𝑥𝑛2]  
: بالا 𝐼ℎ̂عتماد على المبرهنة فإنَّ = 𝐼𝑛 

 𝐽ℎ̂ = 𝐼ℎ̂(𝑛, 𝑟, 𝜋) = 𝐽1 ⊆ ℚ[𝑥1, … , 𝑥𝑛2]        
 𝐽2 = 𝐽1 ∩ ℚ[𝑥𝜋̅] ⊆ ℚ[𝑥𝜋̅]                  

في الحلقة 𝐽1  هو المثالي المول د للمثالي  𝐽2وفي هذه الحالة يتحقق المطلوب ويكون  
ℚ[𝑡0, … , 𝑡𝑘 , 𝑥1, … , 𝑥𝑛2]  أنَّ  تمَّ إثباته في الحالة الآفينية عتماد على ماوذلك بالا

𝐽1   المثالي المولَّد بـ𝐽2  فيℚ[𝑥]   (𝐽1 = 𝐽2ℚ[𝑥]) 

ℚ[𝑥]حيث  ⊆ ℚ[𝑡0, … , 𝑡𝑘 , 𝑥1, … , 𝑥𝑛2] 

 الحالة الثانية:( 4-1-2-2)

 ℂسندرس الحالة الثانية فوق الحقل  
 المثالي: د  نع

  𝐽̂ = 𝐼̂(𝑛, 𝑟, 𝜋) =< 𝑚𝑖𝑛𝑜𝑟𝑠(𝑟+1)(𝑟+1)(𝐴 + 𝑇𝜋) >

⊆ ℂ[𝑡0, … , 𝑡𝑘, 𝑥1, … , 𝑥𝑛2 ] 
𝐴هو مثالي متجانس مولَّد بمصغرات المصفوفة  + 𝑇𝜋  التي هي كثيرات حدود(

 متجانسة(
كثيرات حدود متجانسة  𝐴)في الحالة العام ة إذا كانت مصغَّرات المصفوفة 

 اً أيضاً متجانسة عندها المجموع لن يكون متجانس 𝜋ومصغرات المصفوفة 
 بالضرورة(

𝐽1̂ = 𝐽 ∩ ℂ[𝑥𝜋, 𝑥𝜋̅] ⊆ ℂ[𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛2] 
𝐽2̂ = 𝐽1̂ ∩ ℂ[𝑥𝜋̅] 
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 𝐴فإنَّ مصفوفة  ,𝑡𝜋بحذف المتغيرات   𝐽هو مثالي الحذف للمثالي 𝐽1̂وطالما أنَّ 
ع في المجموعة  ,Ω(𝑛تتوضَّ 𝑟, 𝜋)    إذا وفقط إذا توضعت مدخلاتها في المتنوعة
فة بمثالي الحذف   . 𝐽1̂المعرَّ
 سنعر ف تطبيق الإسقاط:

 𝜋1: 𝕡𝑘 × ℂ
𝑛2

⟶ ℂ
𝑛2

 

(𝑡0: … : 𝑡𝑘 , 𝑥1, … , 𝑥𝑛2) ⟼ (𝑥1, … , 𝑥𝑛2) 

 تطبيق الإسقاط: وكذلك
𝜋2: 𝕡𝑘 × ℂ

𝑛2

⟶ ℂ
𝑛2

   
(1: … : 1, 𝑥1, … , 𝑥𝑛2) ⟼ (𝑥1, … , 𝑥𝑛2) 

 وهو تطبيق متباين وغامر.
 لدينا:

𝜋2
−1 (𝑉(𝐽2̂)) = {(1: … : 1, 𝑥1, … , 𝑥𝑛2): 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛2) = 0   

f∀وذلك  ∈ 𝐽2  أي∀𝑓  تحوي متغيرات𝑥𝜋̅. 
2 من ثمَّ و 

−1 ((𝐽2̂))  هي متنوعة في𝑘 × ℂ
2

فة بواسطة      حيث  𝐽2̂معرَّ
    𝐽2̂ ⊂ ℂ[𝑥𝜋̅ ] ⊂ ℂ[𝑥, 𝑡] 

 لدينا المبرهنة : 

𝐹لأجل المجموعة  = {𝑓𝑗}𝑗∈𝐽  التي تول د المثالي𝐼 =< 𝑓𝑗 >𝑗∈𝐽 :عندها 
 𝑉(𝐹) = 𝑉(𝐼)  

 ومنه: 
]  (∗)  [     𝜋2

−1 (𝑉(𝐽2̂)) = 𝑉 (𝐽2̂ℂ[𝑡0, … , 𝑡𝑘 , 𝑥1, … , 𝑥𝑛2]) 

 أيضاً حسب مبرهنة التمديد الإسقاطية:

   (∗∗)    [  𝜋2 (𝑉(𝐽1̂)) = 𝑉(𝐽2̂) ] 

 : (∗)على  2بتطبيق 
𝜋2 (𝜋2

−1(𝑉(𝐽2̂))) = 𝜋2(𝑉 (𝐽2̂ℂ[𝑡0, … , 𝑡𝑘 , 𝑥1, … , 𝑥𝑛2])) 
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 :اً وغامر  اً متباين 2وكون 
⇒  𝑉(𝐽2̂) = 𝜋2(𝑉(𝐽2̂ℂ[𝑡0, … , 𝑡𝑘, 𝑥1, … , 𝑥𝑛2])) 

(∗∗)بالمقارنة مع  نجد:   

𝜋2 (𝑉(𝐽1̂)) = 𝜋2(𝑉 (𝐽2̂ℂ[𝑡0, … , 𝑡𝑘 , 𝑥1, … , 𝑥𝑛2])) 
 : اً متباين 𝜋2وكون 

𝑉(𝐽1̂) = 𝑉 (𝐽2̂ℂ[𝑡0, … , 𝑡𝑘 , 𝑥1, … , 𝑥𝑛2]) 
لي هو  𝐽( لدينا 4.8مبرهنة ) وباستخدام لي, أيضاً كل مثالي حذف لمثالي اوَّ مثالي أوَّ

لي ومنه يكون  لية. 𝐽2̂ و 𝐽1̂أيضاً أوَّ  هي مثاليات أوَّ
⟹ (𝐽1̂ = 𝐽2̂ℂ[𝑡0, … , 𝑡𝑘 , 𝑥1, … , 𝑥𝑛2]) 

لية والمتنوعات الجبرية المختزلة في فضاء  وذلك بسبب وجود تقابل بين المثاليات الأوَّ
 .الإسقاط

𝑉)حيث إنَّ كل من  (𝐽2̂ℂ[𝑡0, … , 𝑡𝑘, 𝑥1, … , 𝑥𝑛2])  و𝑉(𝐽1̂) متنوعات مختزلة) 
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