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 الملخص 

],[في هذه الورقة العلمية درسنا المودول الثنائي من النوع   NM  حيث ,NM مودولين   ,
ما  حلقة  فوق  )يساريين(  درسنا  Rيمينيين  حيث  لمودول,  الإندومورفيزمات  لحلقة  كتعميم   ,

],[مفهوم شبه الانتظام للمودول NM وعلاقته بالمودولاتM− الإسقاطية المباشرة 
يكون −Nو كي  والكافية  اللازمة  الشروط  من  عدداً  أوردنا  حيث  المباشرة.  الأفقية 

],[المودول  NM شبه منتظم  . 
],[فضلًا عن ذلك, أثبتنا أن الشرط اللازم والكافي كي يكون المودول  NM   شبه منتظم هو أن

],[للصفر   إسقاطياً مباشراً ولأجل كل عنصر مغاير −Mمودولًا    Nيكون   NMf     فإن
)( fmI   يحوي حداً مباشراً مغايراً للصفر للمودولN  كذلك أثبتنا أن الشرط اللازم والكافي .

],[كي يكون المودول   NM   شبه منتظم هو أن يكونM    مودولًاN−  أفقياً مباشراً ولأجل
],[كل عنصر مغاير للصفر   NMf    فإن)( fKer   محتوى في حد مباشرMK   

 .  Mللمودول 
المودول أن  أثبتنا  ],[أخيراً,  NM    2يكونD−المودول عندما  وفقط  عندما   Nمودول 

أن    −Mيكون  أثبتنا  كما  مباشراً.  ],[لمودولا إسقاطياً  NM    2يكونC− عندما مودول 
 . أفقياً مباشراً −Nيكون  Mوفقط عندما المودول 
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Abstract 
 

In this paper, we study the bi-module of the form ],[ NM , where NM ,  

are right (left) modules over a some ring R , as a generalization of 

endomorphism of module. Where we study a semi-regular concept of the bi-

module ],[ NM  and its relation with direct −M projective and direct −N  

injective modules.  

Where we proved that a many of necessary and sufficient conditions to be 

the module ],[ NM  semi-regular.  

Furthermore, we proved that the bi-module ],[ NM  is semi-regular if and 

only if N  is direct −M projective module and for every nonzero element 

],[ NMf  , )( fmI  contains a nonzero direct summand of N .  

Also, we proved that the bi-module ],[ NM  is semi-regular if and only if 

M  is direct −N injective module and for every nonzero element 

],[ NMf  , )( fKer  contained in a direct summand MK   of M .  

Finally, we proved that the bi-module ],[ NM  is −2D module if and only 

if N  is direct −M projective module. Also, we proved that the bi-module 

],[ NM  is −2C module if and only if M  is direct −N injective module.   
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 : ةالمقدم
],[في العقود الأربعة الأخيرة بدأت دراسة المودولات الثنائية من النوع NM   حيثNM مودولين يمينيين )يساريين( فوق حلقة    ,

الدراسة ,  Rما لهذه  المثال   وكان  سبيل  على  منها  نذكر  عدة  لأسباب  وذلك  والمودولات,  الحلقات  نظرية  تطور  في  كبيراً  دوراً 
],[أن  NM عندما  ة الإندومورفيزمات لمودول وذلكهو مودول وهذا المودول يعد تعميماً لحلقNM = . 
[, حيث درس مفهوم الانتظام لهذا المودول. بعد  4في ]  2004من الرواد الذين درسوا هذا المودول وذلك عام    .Kasch Fعد  ي

عام   وفي  ]  .ZhouY تابع    2009ذلك  المودول [,  7في  ],[دراسة  NM  المودول لهذا  الجزئية  البنى  من  عدداً  درس  حيث   ,
 وعلاقة هذا المودول بالمودولات الإسقاطية المحلية والأفقية المحلية. 

المودول   دراسة  تابعنا  العلمية  الورقة  هذه  ],[في  NM  للمودول الانتظام  شبه  مفهوم  درسنا  حيث   ,],[ NM    وعلاقته
و−Mبالمودولات  المباشرة  يكون −Nالإسقاطية  كي  والكافية  اللازمة  الشروط  من  عدداً  أوردنا  حيث  المباشرة.  الأفقية 

],[المودول  NM .شبه منتظم   
],[فضلًا عن ذلك, أثبتنا أن الشرط اللازم والكافي كي يكون المودول NM    شبه منتظم هو أن يكونN    مودولًاM− ًإسقاطيا

],[مباشراً ولأجل كل عنصر مغاير للصفر  NMf     فإن)( fmI   يحوي حداً مباشراً مغايراً للصفر للمودولN كذلك أثبتنا .
],[أن الشرط اللازم والكافي كي يكون المودول   NM   شبه منتظم هو أن يكونM    مودولًاN−  أفقياً مباشراً ولأجل كل عنصر

],[مغاير للصفر  NMf   فإن)( fKer محتوى في حد مباشرMK   للمودولM . 
],[أخيراً, أثبتنا أن المودول NM    2يكونD−مودول عندما وفقط عندما المودولN   يكونM−    إسقاطياً مباشراً. كما أثبتنا أن

],[لمودول ا NM   2يكونC− مودول عندما وفقط عندما المودولM  يكونN−.ًأفقياً مباشرا  
جميع الحلقات التي ستتم دراستها هي حلقات واحدية والمودولات فوق هذه الحلقات هي مودولات يمينية مالم يتم ذكر خلاف ذلك  

 وبشكل صريح.
حلقة   Mليكن فوق  ),(ولتكن    Rمودولًا  MMHomEM عن= نقول  وجد   MEالعنصر  .  إذا  منتظم  إنه 

يحقق  MEعنصر =. 
 [.5تمهيدية ]

حلقة  Mليكن فوق  العنصرRمودولًا  يكون  كي  والكافي  اللازم  الشرط   .ME    ًمن منتظما كل  يكون  أن   mI)(هو 
 .Mحداً مباشر في  Ker)(و
 ه المنتظمة.المودولات الثنائية شب – 1

RRليكن NM حلقة  , فوق  أن Rمودولين  لنفرض   .)(MEndE RM NEndE)(و   = RN أيضاً  = لنفرض   ,
],[),(أن  NMHomNM R=. 

المجموعة  ],[إن  NM  الحلقة الزمرة تشكل مودولًا يسارياً فوق  أيضاً مودولًا يمينياً   NEتشكل زمرة جمعية تبديلية وهذه  وتشكل 
],[, لذلك فإن الزمرة MEفوق الحلقة  NM (هيMN EE ],[لنأخذ في المودولمودول ثنائي.  -(, NM :المجموعات الآتية 

]},[0  somefor    )1(];,[{],[ MNNmINMNMD N −=  

]},[0  somefor    )1(];,[{],[ MNMmINMNMD M −=  

]},[0  somefor    )1(];,[{],[ MNNKerNMNMK N −=  

]},[0  somefor    )1(];,[{],[ MNMMKerNMNMK 


−= 

]},[0  somefor    )1(];,[{],[ MNNTNmINMNMD 


−=
• 

]},[0  somefor    )1(];,[{],[ MNNTNKerNMNMK 


−=
•   
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المودول  في  خالية  غير  جزئية  مجموعات  هي  السابقة  المجموعات  أن  الواضح  ],[من  NM  المجموعات إن  ذلك  عن  فضلًا   ,
 السابقة ترتبط مع بعضها البعض بعدد من العلاقات سنذكر بعضاً منها من خلال التمهيدية الآتية: 

 . 1-1تمهيدية 
RRليكن NM MEndE)(وأن  Rمودولين فوق حلقة  , RM NEndE)(و = RN  , عندئذ القضايا الآتية صحيحة: =

1 -  ],[],[ NMDNMD ],[],[و = NMKNMK =. 
2 -  ],[],[ NMDNMD ],[],[و =• NMKNMK •=. 
3 -  ],[],[],[ NMDNMDNMD ],[],[],[و ==• NMKNMKNMK •==. 

 .ناالبره
أن   –  1 على  ],[],[لنبرهن  NMDNMD ليكن=  .],[ NMDf  يوجد عندئذ   ,],[ MNg   بحيث
)1(إن  fgmI N )1()(بحيث إن: NEeومنه يوجد عنصر جامد  Nحد مباشر في − eKerfgmI N =− 

أن  يبين  )1(0وهذا  =− fge N   يكون efgeومنه  efgeeوأن   = إن: = ذلك  عن  فضلًا   ,)()( gefgege= 
gehلنضع أن   = ],[فنجد  MNh  أن hfhhويحقق  فإن  = MEhfومنه    عنصر وبالتالي   هو  جامد 
MMيكون  Ehf −1   فإن وبالتالي  جامد  عنصر  أيضاً  )1(هو  hfmI M في    − مباشر  يبين    Mحد  وهذا 

],[أن  NMDf   وبالتالي يكون],[],[ NMDNMD   بالمثل يمكننا إثبات صحة . 
],[],[الاحتواء NMDNMD   أن وهكذا نجد],[],[ NMDNMD =. 

],[],[بطريقة مشابهة يمكننا إثبات صحة المساواة  NMKNMK =. 
],[],[من الواضح أن  – 2 NMDNMD •. 

],[ليكن NMDf • يوجد عندئذ   ,],[ MNg   إن )1(بحيث  fgmI N مباشر    − حد  في  . Nللمودول   Tمحتوى 
TNeلنفرض أن  )1()(التشاكل الإسقاطي الغامر, عندئذ يكون: :→ emITfgmI N =− 

fgfgeوهذا يبين أن  NN −=− eefgfgوبالتالي يكون  )1(1 N −=−  وأن:  1
efge NN −=− 1)1( 

eefgeكما أن NNN −=−− )1()1()1(إن ومنه  )1()1(1 egefgeg NNN −=−−. 
)1(لنضع egh N أن   =− ],[فنجد  MNh  أن hfhhويحقق  فإن   = وبالتالي    NEfhومنه  جامد  عنصر  هو 
NNيكون  Efh−1   فإن وبالتالي  جامد  عنصر  أيضاً  )1(هو  fhmI N في    − مباشر  يبين   Nحد  وهذا 

],[أن  NMDf   وبالتالي يكون],[],[ NMDNMD •:مما سبق أن . 
],[],[ NMDNMD •= 

],[],[بطريقة مشابهة يمكننا إثبات صحة المساواة  NMKNMK •=. 
 (. 2( و)1ينتج مباشرة من ) – 3

 . تعريف
RRليكن NM ],[. نقول عن العنصر المغاير للصفر Rمودولين فوق حلقة   , NMf    إنه شبه منتظم إذا وجد عنصر مغاير

],[للصفر  MNg  يحققgfgg =[ ,1]  . 
],[ونقول عن المودول  NM إنه شبه منتظم إذا كان كل عنصر مغاير للصفر من],[ NMf  [3, ]شبه منتظم. 

 . 2-1 مبرهنة
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NMليكن حلقة   , فوق  MEndE)(وأن  Rمودولين  RM NEndE)(و   = RN مغاير = عنصر  أي  لأجل  عندئذ   ,
],[للصفر  NMf  :الشروط الآتية متكافئة 

 شبه منتظم.  fالعنصر   - 1
],[يوجد عنصر مغاير للصفر  – 2 MNg 1(بحيث إن( fgmI N  .Nحد مباشر في  −
],[يوجد عنصر مغاير للصفر  – 3 MNh 1(بحيث إن( hfmI M  .Mحد مباشر في  −
],[يوجد عنصر مغاير للصفر  – 4 MNg 1(بحيث إن( fgmI N NTمحتوى في حد مباشر   −   للمودولN. 
],[يوجد عنصر مغاير للصفر  – 5 MNh 1(بحيث إن( hfmI M NKمحتوى في حد مباشر   −   للمودولM. 
 .نالبرها
(1 )(2 لنفرض أن العنصر .)f  شبه منتظم, عندئذ يوجد عنصر مغاير للصفر],[ MNg  بحيث إنgfgg ومنه   =

فإن  NEfgفإن  وبالتالي  جامد  NNعنصر  Efg−1  فإن ومنه  جامد  عنصر  أيضاً  )1(هو  fgmI N مباشر   − حد 
 . Nفي
(2 )(4 .واضح .) 
(4 )(1 حسب الفرض يوجد عنصر مغاير للصفر .)],[ MNg   1(بحيث( fgmI N NTمحتوى في حد مباشر  −  

أنNللمودول  لنفرض   .TNe أن    :→ فنجد  الغامر,  الإسقاطي  وأن   NEeالتشاكل  جامد  Neعنصر  1 عندئذ  ,
)1()(يكون  emITfgmI N =−  :ومنه نجد أن 
fgfge NN −=− يكون   )1(1 eefgfgوبالتالي  N −=− فإن   1 efgeومنه  NN −=−   وأن:   )1(1
eefge NNN −=−− 1)1()1( 

)1()1()1(كما أن egefgeg NNN )1(. لنضع −−=− egh N ],[فنجد أن   =− MNh   ويحقق أنhfhh =  .
1)1()1()1(0  نجد أن: h=0, لأنه إذا كان 0hفضلًا عن ذلك, إن  =−=−−=− fheefgee NNNN 

يكون  Neوبالتالي  العنصر  =1 أن  نجد  سبق  مما  ممكن.  غير  صحة   fوهذا  إثبات  يمكننا  مشابهة  بطريقة  منتظم.  شبه 
 (3 )(5 .)(1التكافؤ)

 اعتماداً على المبرهنة الأخيرة يمكننا صياغة النتيجة الآتية:
 . ةجنتي

NMليكن MEndE)(و Rمودولين فوق حلقة  , RM NEndE)(و = RN  , عندئذ الشرطان الآتيان متكافئان: =
],[المودول   - 1 NM  .شبه منتظم 
2 -  ],[],[],[],[ NMDNMDNMDNM •===. 

 . 3-1 مبرهنة
NMليكن حلقة   , فوق  MEndE)(وأن  Rمودولين  RM NEndE)(و   = RN مغاير = عنصر  أي  لأجل  عندئذ   ,

],[للصفر  NMf  :الشروط الآتية متكافئة 
 شبه منتظم.  fالعنصر   - 1
],[يوجد عنصر مغاير للصفر  – 2 MNg 1(بحيث إن( fgKer N  .Nحد مباشر في  −
],[يوجد عنصر مغاير للصفر  – 3 MNh 1(بحيث إن( hfKer M  .Mحد مباشر في  −
],[يوجد عنصر مغاير للصفر  – 4 MNg 1(بحيث إن( fgKer N  .Nيحوي حداً مباشراً مغايراً للصفر للمودول  −
],[يوجد عنصر مغاير للصفر  – 5 MNh 1(بحيث إن( hfKer M  .Mيحوي حداً مباشراً مغايراً للصفر للمودول  −
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 .البرهان
(1 )(2 لنفرض أن العنصر .)f  شبه منتظم, عندئذ يوجد عنصر مغاير للصفر],[ MNg  بحيث إنgfgg ومنه   =

NNعنصر جامد وبالتالي فإن    NEfgفإن  Efg−1  1(هو أيضاً عنصر جامد ومنه فإن( fgKer N حد مباشر   −
 . Nفي
(2 )(4 .واضح .) 
(4 )(1 للصفر مغاير  عنصر  يوجد  الفرض  حسب   .)],[ MNg   1(بحيث( fgKer N مغايراً    − مباشراً  حداً  يحوي 

أن Nللمودول   Tللصفر  لنفرض   .TNe أن    :→ فنجد  الغامر,  الإسقاطي  للصفر   NEeالتشاكل  مغاير  جامد  عنصر 
يكون  )()1(وبالتالي  fgKerTemI N −=    أن نجد  )1(0ومنه  =− efgN   فإن fgeeوبالتالي  efgeeوأن   = = 

)()(كما أن gefgege=. 
gehلنضع أن   = ],[فنجد  MNh  أن hfhhويحقق  إن = ذلك,  عن  فضلًا   .0h  كان إذا  لأنه   ,0=h   نجد

===0أن  fhfgee   العنصر أن  نجد  سبق  مما  ممكن.  غير  صحة    fوهذا  إثبات  يمكننا  مشابهة  بطريقة  منتظم.  شبه 
 (3 )(5 .)(1التكافؤ)

 اعتماداً على المبرهنة الأخيرة يمكننا صياغة النتيجة الآتية:
 . نتيجة
NMليكن MEndE)(و Rمودولين فوق حلقة  , RM NEndE)(و = RN  , عندئذ الشرطان الآتيان متكافئان: =

],[المودول   - 1 NM  .شبه منتظم 
2 -  ],[],[],[],[ NMKNMKNMKNM •===. 
 اطية المباشرة.الإسق−Mالمودولات –2

 .[6] تعريف
NMليكن   Nللمودول  Kإسقاطي مباشر إذا كان لأجل أي حد مباشر −Mإنه  N. نقول عن المودول Rمودولين فوق حلقة  ,

KMولأجل أي تشاكل غامر →:  يوجد تشاكل مودولات  MN →:   بحيث KNحيث  = →:   التشاكل
 الإسقاطي الغامر.
 [. 2إسقاطي مباشر, ]−Mهو Mإنه إسقاطي مباشر إذا كان  Mونقول عن المودول 

 . 1-2 مبرهنة
NMليكن MEndE)(و Rمودولين فوق حلقة  , RM NEndE)(و = RN  , عندئذ الشرطان الآتيان متكافئان: =

],[المودول   - 1 NM  .شبه منتظم 
],[إسقاطي مباشر ولأجل كل عنصر مغاير للصفر−MهوNالمودول  -  2 NMf    فإن)( fmI    ًيحوي حداً مباشراً مغايرا

 .Nللصفر للمودول 
 البرهان.

(1 )(2 المودول أن  لنفرض   .)],[ NM  وليكن منتظم  ],[شبه  NMf     يوجد الفرض  بحسب  للصفر,  مغاير  عنصر 
للصفر مغاير  ],[عنصر  MNg   إن gfggبحيث  فإن   = وبالتالي   NEfgومنه  للصفر  مغاير  جامد  عنصر 

NfgmIفإن  )( حد مباشر مغاير للصفر للمودولN   وأن)()( fmIfgmI . 
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للمودول  Kليكن مباشراً  KMوأن   Nحداً  →:   أن ولنفرض  غامر  مودولات  KNتشاكل  →:   الإسقاطي التشاكل 
المودول كان  لما  ],[الغامر.  NM  عنصر يوجد  فإنه  منتظم  ],[شبه  MNh   إن hhhويحقق   0hبحيث  =   ومنه

NEheفإن  =  :عنصر جامد مغاير للصفر وأن 
KmIhmIemI == )()()(  

)()1)((ولما كان memem أن   Mmأياً كان   =+− )()(نجد  mme =   فإن أن  =eومنه  وهكذا نجد  =h 
 إسقاطي مباشر.−Mإنه Nوهذا يبين أن المودول المودول 

(2 )(1 ليكن  .)],[ NMf    فإن   اً مغاير   اً عنصر الفرض  بحسب  )(للصفر,  fmI   للصفر مغايراً  مباشراً  حداً   Kيحوي 
KN. لنفرض أن Nللمودول  →:  :التشاكل الإسقاطي الغامر, عندئذ فإن  )()( fmIKmI = 

)()()(  ومنه فإن:  mIfmImI  
أن  يبين  )()(وهذا  fmImI  فإن  = KMfوبالتالي  →:  المودول كان  ولما  غامر,  مودولات   Nتشاكل 

],[إسقاطي مباشر فإنه يوجد تشاكل مودولات−Mهو MN  بحيث إن =)( f   وبالتالي يكون =)( f 
كما أن =)()( f. 
أن   =hلنضع ],[فنجد  MNh   أن كان 0hوأن   =hhfhويحقق  إذا  لأنه   ,0=h   نجد

)(0أن:  ===  hff 
],[وهذا غير ممكن, ومنه فإن المودول NM .شبه منتظم 

 . تعريف
NMليكن ],[. نقول عن المودول Rمودولين فوق حلقة   , NM  2إنهD−مودول إذا كان لأجل أي حد مباشرA   للمودولN 

ABMيحقق أن  Mمن  Bولأجل أي مودول جزئي  ينتج أنB  حد مباشر فيM. 
 . 2-2مبرهنة 

NMليكن MEndE)(و Rمودولين فوق حلقة  , RM NEndE)(و = RN  , عندئذ الشرطان الآتيان متكافئان: =
 إسقاطي مباشر.−Mهو Nالمودول   - 1
],[المودول   - 2 NM 2هوD−.مودول 

 .انالبره
(1 )(2 المودول لنفرض أن   .)N  هوM−إسقاطي مباشر وليكنA   للمودول  Mمن  مودول جزئي  Bوأن   Nحداً مباشراً 

ABMيحقق أن     ولنفرض أن هذا التماثل هوABM →:   ولنفرض أيضاً أنBMM →:   التشاكل القانوني
فإن  عندئذ  AMالغامر,  →:   وأن غامر  مودولات  تشاكل  للمودول  Aهو  مباشر  المودول  Nحد  كان    Nولما 

فإنه يوجد تشاكل مودولات−Mهو MNإسقاطي مباشر  →:   يحقق أن ANحيث إن  )(= →:   التشاكل
أن  نجد  ومنه  الغامر  الإسقاطي  == أن)(2 على  لنبرهن   .)()(  KerKer واضح  =  .

)()(أن:   KerKer  
))((0وأن  Nx, عندئذ فإن Kerx)(ليكن =x  :ومنه نجد أن 

0)0)(())()(()( ===  xx 
)()(وبالتالي يكون  Kerx)(وهذا يبين أن   KerKer   :وهكذا فإن 

)()(  KerKer ولما كان=  نجد أن  ))((=
  == وأن  ))((2 =))()((. 

))(()(لنبرهن الآن على أن   KerKer =. 
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)())((واضح أن   KerKer  . 
))((ليكن Kery عندئذ فإن ,Ny  0وأن))()(( =y :ومنه فإن 

)()())((  KerKery = 
))(())((0وهذا يبين أن  == yy   ومنه فإن)(Kery :وبالتالي يكون 

)())((  KerKer   وهكذا فإن)())((  KerKer =. 
BKerلنبرهن الآن على أن   =)(. 

)(0وأن   My, عندئذ فإن Kery)(ليكن =y  ولما كان  0تماثلًا نجد أن)( =y  ومنه فإنBBy =+ 
BKerوهكذا فإن  Byوبالتالي فإن  )(. 

فإن Bbليكن عندئذ   ,BBb فإن   += )(0ومنه  == Bb   يكون )(0ومنه  =b    فإن  Kerb)(وبالتالي 
فإن  يكون   KerB)(وهكذا  BKerومنه  =)( :كان ولما   .ME))((  فإن جامداً    عنصراً 

))(( Ker   في مباشر  يكون   Mحد  BKerوبالتالي  =)(    في مباشر  أن   Mحد  نجد  ],[وهكذا  NM 
 مودول.−2Dهو
(2 )(1 أن لنفرض   .)],[ NM  2هوD−وليكن للمودول   Aمودول  مباشراً  AMوأن  Nحداً  →:    مودولات تشاكل 

كان لما  AmIKerMغامر,  = )()(    المودول ],[وأن  NM  2هوD−  أن ينتج  مباشر   Ker)(مودول  حد 
MNوبالتالي يوجد تشاكل مودولات  Mللمودول  →:   بحيث يكون NEeومنه فإن   = =    عنصر جامد

 وأن: 
)()()()()(  mImImImIemI == 

أن  يبين  AmImIemIوهذا  === )()()(  أن لنفرض   .AN →:   ًأيا عندئذ  الغامر,  الإسقاطي  التشاكل 
)()1)((فإن   Nxكان xexex Axeوأن   =+− )(   فإن )()(ومنه  xex =   يكون نجد    e=وبالتالي  ومنه 
أن   إسقاطي مباشر.−Mهو Nوهذا يبين أن المودول  =
 الأفقية المباشرة.−Nودولات الم – 3

 .[6] تعريف
NMليكن  Mللمودول  Kأفقي مباشر إذا كان لأجل أي حد مباشر−Nإنه  M. نقول عن المودول Rمودولين فوق حلقة  ,

NKولأجل أي تشاكل متباين  →:  يوجد تشاكل مودولاتMN →: بحيث MKحيث  = →:  تشاكل
 الاحتواء القانوني.

[. 2أفقي مباشر, ]−Mهو Mإنه أفقي مباشر إذا كان  Mونقول عن المودول 
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 . 1-3 مبرهنة
NMليكن MEndE)(و Rمودولين فوق حلقة  , RM NEndE)(و = RN  , عندئذ الشرطان الآتيان متكافئان: =

],[المودول   - 1 NM  .شبه منتظم 
للصفر−Nهو   Mالمودول   -  2 مغاير  عنصر  كل  ولأجل  مباشر  ],[أفقي  NMf    فإن)( fKer    حد في  محتوى 

MKمباشر    للمودولM. 
 .انالبره

(1 )(2 المودول أن  لنفرض   .)],[ NM  وليكن منتظم  ],[شبه  NMf    يوجد    اً مغاير   اً عنصر الفرض  بحسب  للصفر, 
للصفر  مغاير  ],[عنصر  MNg   إن gfggبحيث  فإن   = MEgfومنه      وبالتالي للصفر  مغاير  جامد  عنصر 

MgfKerفإن  )(  حد مباشر للمودولM  :وأن)()( gfKerfKer  
للمودول   Kليكن مباشراً  MKfوأن   Mحداً  أن :→ ولنفرض  متباين  مودولات  KMتشاكل  →:    الإسقاطي التشاكل 

فإن عندئذ  NMfالغامر,  →:    المودول كان  ولما  للصفر  مغاير  ],[عنصر  NM    يوجد فإنه  منتظم  شبه 
],[عنصر MN  0بحيث إن  ويحقق =)( f ومنه فإن =)()( f . 
لنضع fe  عنصر جامد مغاير للصفر وأن:  MEe, فنجد أن =)(

KmIfmIemI == )())(()(  
Kxeفإن  Mxومنه أياً كان )( ولما كان))(1()( xexex )()(نجد أن =+− xex = . 

)()()()()()(, عندئذ فإن: Kyليكن yfyfyeyy  ==== 
أن  يبين  وهذا  =f)(   حيثMK →:    المودول أن  نجد  سبق  مما  القانوني.  الاحتواء  أفقي  −Nهو  Mتشاكل 

 مباشر. 
(2 )(1 ليكن  .)],[ NMf    فإن   اً مغاير   اً عنصر الفرض  بحسب  )(للصفر,  fKer  مباشر حد  في  MKمحتوى   

مودولMللمودول  يوجد  ومنه  يكون   Mفي  Dجزئي  ,  DKMبحيث  = أن لنفرض   .NDfD مقصور    :→ هو 
كان Dعلى   fالتشاكل لما   .KfKer )(  أن المودول   Dfينتج  كان  ولما  يوجد  −Nهو  Mمتباين  فإنه  مباشر  أفقي 

مودولات  MNتشاكل  →:    أن يحقق  =Df   حيثMD→:    لنفرض القانوني.  الاحتواء  تشاكل 
DMأن  →:  فإن عندئذ  الغامر,  الإسقاطي  التشاكل  ==Df   وأن =Df)(  ,ذلك عن  فضلًا   .

إن:  =)()( Df   أن ],[كما  MN   0وأن كان إذا  لأنه   ,0=   أن )(0نجد  ==  Df 
],[وهذا غير ممكن, مما سبق نجد أن المودول  NM .شبه منتظم 

 . تعريف
NMليكن ],[. نقول عن المودول Rمودولين فوق حلقة   , NM   2إنهC−مودول إذا كان لأجل أي حد مباشرA   للمودولM 

ABيحقق أن  Nمن  Bولأجل أي مودول جزئي  ينتج أنB  حد مباشر فيN. 
 . 2-3 مبرهنة
NMليكن MEndE)(و Rمودولين فوق حلقة  , RM NEndE)(و = RN  , عندئذ الشرطان الآتيان متكافئان: =

 أفقي مباشر.−Nهو Mالمودول   - 1
],[المودول   - 2 NM 2هوC−.مودول 

 ان.البره
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(1 )(2 المودول أن  لنفرض   .)M  هوN−وليكن مباشر  للمودول   Aأفقي  مباشراً  جزئي   Bوأن   Mحداً   Nفي   مودول 
BAبحيث  أن لنفرض   .BA→:  أن ولنفرض  التماثل  NBBهذا  →:   عندئذ القانوني,  الاحتواء  تشاكل 
NABيكون  →:  .تشاكل مودولات متباين 

أن  أيضاً  MAAلنفرض  →:   المودول كان  لما  القانوني,  الاحتواء  تشاكل −Nهو  Mتشاكل  يوجد  فإنه  مباشر  أفقي 
MNمودولات  →: بحيث إنAB  =)(  . 

أن AMبفرض  →:   أن نجد  الغامر,  الإسقاطي  التشاكل  == AB إن )( ذلك,  عن  فضلًا   .  
 == 2)( B وهذا يبين أن  AmImI == )()( :لأن , 
)()())(()(  mImImImI B = 

إن,   كذلك  =)( B   أن نجد  NBومنه  E فإن:  )( وبالتالي  جامد  عنصر  ))((  هو  BmI    حد
 , ولما كان:Nمباشر في

BBAANmI BBBBB ===== )())(())()(())()(())((    أن في  Bنجد  مباشر   Nحد 
],[وهذا يبين أن  NM 2هوC−.مودول 

(2 )(1المودول أن  لنفرض   .)],[ NM  2هوC−وليكن للمودول  Aمودول  مباشراً  تشاكل    NA→:وأن    Mحداً 
AA)(مودولات متباين, عندئذ فإن    ولما كان],[ NM   2هوC− مودول وأنA  مباشر في  حدM   ينتج أن)(A    حد

KAMومنه فإن   Nمباشر في = )(   حيثK   مودول جزئي فيN.   لنفرض أن)(: AN  التشاكل الإسقاطي   →
)()(  الغامر, عندئذ فإن:  AmI  = 

)()()(  فإن  Aa ومنه أياً كان  mIAa = 
))(()(وهذا يبين أن  aa   وبالتالي يكون: =

)())(()))((( 11 aaaa  === −− 
ومنه نجد أن  =− )(  أفقي مباشر.−Nهو  Mتشاكل الاحتواء القانوني, ومنه فإن المودول  MA→:حيث  1
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